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ΠΡΟΛΟΓΟΣ  

 

Το βιβλίο αυτό είναι η πρώτη απόπειρα σύνθεσης σε µορφή βιβλίου των παλαιότερων 

“Σηµειώσεων Πειραµατικής Μεθοδολογίας και Εφαρµογών της Πειραµατικής 

Φυσικής” οι οποίες γράφτηκαν προς χρήση των πρωτοετών φοιτητών του Τµήµατος 

Φυσικής του Α.Π.Θ. για το υποχρεωτικό µάθηµα “Γενικό Εργαστήριο Φυσικής”. 

Από την ίδρυση του Τµήµατος Φυσικής, οι πειραµατικές ασκήσεις του Εργαστηρίου 

και οι αντίστοιχες σηµειώσεις υπέστησαν πολλές και σηµαντικές αλλαγές. Ιδιαίτερο 

σηµείο καµπής απετέλεσε η εισαγωγή αρχικά δικτύου µικροϋπολογιστών (τύπου ΒΒC) 

από το 1986-1987 και µετέπειτα δικτύου προσωπικών Η/Υ (PC - συµβατών) για την 

συγχρονική (online) λήψη µετρήσεων από πειραµατικές διατάξεις και την 

προσοµοίωση φαινοµένων Φυσικής. Με τον τρόπο αυτό οι εργαστηριακές ασκήσεις 

εκσυγχρονίστηκαν σηµαντικά, γεφυρώνοντας τις διδακτικές και ερευνητικές 

δραστηριότητες της συγγραφικής οµάδας και παρέχοντας πρόσθετα κίνητρα για 

µάθηση στους ολοένα και πιο τεχνολογικά ενηµερωµένους φοιτητές. 

To βιβλίο χωρίζεται σε δύο µέρη. Το πρώτο αφορά τρία εισαγωγικά εργαστήρια, τα 

οποία έχουν σαν στόχο την εισαγωγή των φοιτητών σε βασικές έννοιες της µέτρησης 

και µια πρώτη εισαγωγή στην επεξεργασία πειραµατικών δεδοµένων και την 

πειραµατική µεθοδολογία. Τα εργαστήρια στο µέρος αυτό συµπεριλαµβάνουν 

συµµετοχικά πειράµατα επίδειξης. Το δεύτερο µέρος αφορά έξι αυτόνοµες 

εργαστηριακές ασκήσεις που προσεγγίζουν φαινόµενα Μηχανικής, Θερµότητας, 

Ηλεκτρισµού και Κυµατικής. 

Στο µάθηµα του Γενικού Εργαστηρίου Φυσικής οι φοιτητές καλούνται να πάρουν “µια 

πρώτη γεύση” από την Πειραµατική Φυσική, να συνειδητοποιήσουν τους κανόνες του 

παιχνιδιού σύµφωνα µε τους οποίους γεφυρώνεται η Θεωρία µε το Πείραµα και να 

αποκτήσουν τις βάσεις που θα τους είναι απολύτως απαραίτητες στα επόµενα 

εργαστηριακά µαθήµατα των σπουδών τους. Το µάθηµα στην ουσία αποτελεί µια 

“ταχύρρυθµη εκπαίδευση” και έναν “οδηγό επιβίωσης” στον κόσµο της Πειραµατικής 

Φυσικής. 
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Κλείνοντας το εισαγωγικό αυτό σηµείωµα, θέλουµε να ευχαριστήσουµε προσωπικά 

και εκ µέρους των διδασκόντων του µαθήµατος τον (συνταξιούχο πλέον) Αναπληρωτή 

Καθηγητή Οδυσσέα Βαλασιάδη, Πρόεδρο της Επιτροπής Μαθήµατος του Γενικού 

Εργαστηρίου καθ’ όλη την ακαδηµαϊκή του σταδιοδροµία, για τις πολύτιµες 

συζητήσεις και υποδείξεις πάνω στο αντικείµενο και τις οδηγίες των ασκήσεων. 

Επίσης, θέλουµε να ευχαριστήσουµε θερµά όλα τα σηµερινά και παλαιότερα µέλη της 

Επιτροπής Μαθήµατος για τις πολλές διορθώσεις και συνεισφορές, είτε στα κείµενα, 

είτε στον σχεδιασµό και την ανάπτυξη των ασκήσεων. 

Φιλοδοξούµε στις µελλοντικές εκδόσεις να επεκτείνουµε το περιεχόµενο του βιβλίου, 

και όσον αφορά την Εισαγωγή στην Θεωρία Σφαλµάτων και όσον αφορά τις 

πειραµατικές ασκήσεις, ώστε να καταστεί χρήσιµο και πέρα από τις εξειδικευµένες 

ανάγκες των πρωτοετών φοιτητών του Τµήµατος Φυσικής του ΑΠΘ. 

Οι συγγραφείς 

Θεσσαλονίκη 2012 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

 

Α. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η συµβολή των εργαστηριακών ασκήσεων στη διαδικασία της µάθησης στις φυσικές 

επιστήµες είναι καθοριστική, ιδιαίτερα στην τριτοβάθµια εκπαίδευση. Κρίνεται λοιπόν 

αναγκαίο να διασαφηνισθούν τα καίρια σηµεία της λειτουργίας µιας πειραµατικής 

άσκησης. Αυτό θα διευκολύνει στη λογική κατανόηση των οδηγιών εκτέλεσης των 

ασκήσεων και θα προσφέρει ένα ρυθµό αντιµετώπισης της εφαρµογής τους στην 

πράξη. 

Τα διαδοχικά βήµατα τα oποία είναι απαραίτητα να ακολουθήσουµε ώστε να 

διανύσουµε µε επιτυχία την απόσταση ανάµεσα στη θεωρητική προσέγγιση ενός 

θέµατος Φυσικής και την πειραµατική του αναπαράσταση είναι τα ακόλουθα: 

i) Καθορίζουµε µε σαφήνεια το συγκεκριµένο φαινόµενο της Φυσικής που 

θέλουµε να µελετήσουµε. 

ii) Σχεδιάζουµε ένα πείραµα του οποίου η πιστότητα εξυπηρετεί το σκοπό µας. 

iii) Επεξεργαζόµαστε τα δεδοµένα από τις πειραµατικές µετρήσεις. 

iv) Σε διαδοχικά βήµατα εντοπίζουµε και αναλύουµε τα συστηµατικά σφάλµατα 

που προέρχονται από τη µέθοδο ή τα όργανα που χρησιµοποιούµε. 

v) Αναλύουµε τα αποτελέσµατα του πειράµατος ώστε να καταλήξουµε σε 

αιτιολογηµένα συµπεράσµατα. 

vi) Υπολογίζουµε τη βεβαιότητα µε την οποία µπορούµε να αποφανθούµε για το 

τελικό πειραµατικό αποτέλεσµα. 

vii) Καταγράφουµε τη µέθοδο, τις µετρήσεις και τους υπολογισµούς, µε τρόπο 

που ο κάθε µελλοντικός αναγνώστης τους να µπορεί να σχηµατίσει σαφή και 

δεδοµένης ακρίβειας εικόνα για το τί βρήκαµε, µε ποιό τρόπο και ποιά τα 

περιθώρια αξιοπιστίας γι' αυτό. 

Από την παραπάνω ήδη ανάλυση είναι φανερό πως χρειάζεται να έχουµε σαφή 

αντίληψη για ορισµένες βασικές έννοιες όπως το πείραµα, τη µέτρηση, το σφάλµα, 

κλπ. ώστε να αντιµετωπίσουµε τις εργαστηριακές ασκήσεις κατά το δυνατόν χωρίς 
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ασάφειες. Η ανάλυση λοιπόν αυτών των βασικών προκαταρτικών εννοιών αποτελεί το 

πρώτο αντικείµενο µελέτης και θα χρειαστεί ιδιαίτερη προσοχή για να τις 

αναγνωρίσουµε στην πράξη µέσα από απλά πειράµατα, που τις συνοδεύουν. 

 

Β. ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

Φαινόµενο: Κάθε τι που µπορεί να γίνει αντικείµενο συστηµατικής εµπειρίας, δηλ. 

κάθε γεγονός ή διαδικασία που συµβαίνει σε δεδοµένο χώρο και χρόνο. 

Πείραµα: Η ελεγχόµενη, µεθοδική και επαναλήψιµη αναπαράσταση ενός φαινόµενου 

µέσα στον ελεγχόµενο περιβάλλον του εργαστηρίου (ή και έξω από αυτό). 

Φυσικά µεγέθη (µεταβλητές, παράµετροι): Σ’ ένα φαινόµενο, τα φυσικά µεγέθη που 

µπορούν να το περιγράψουν είναι δυνατό να παίρνουν διάφορες τιµές, οπότε 

καλούνται µεταβλητές, ή τιµή τους παραµένει σταθερή, οπότε καλούνται παράµετροι. 

Στη συνέχεια θα αναφερόµαστε µόνο στις µεταβλητές (που είναι το συνηθέστερο). 

Μέτρηση φυσικού µεγέθους: Μέτρηση ενός µεγέθους είναι η διαδικασία µε την 

οποία ένα φυσικό µέγεθος συγκρίνεται µε την αντίστοιχη µονάδα µέτρησης. Η 

διαδικασία αυτή απαιτεί την χρήση ενός οργάνου µέτρησης. 

Ποιοτική αντίληψη φαινοµένου: Είναι η αναγνώριση των φυσικών µεγεθών που 

απαιτούνται ώστε να περιγράψουν το φαινόµενο. 

Ποσοτική αντίληψη φαινοµένου: Είναι η µέτρηση των µεγεθών που το περιγράφουν 

και ο προσδιορισµός της νοµοτέλειας του φαινοµένου (δηλ. της µαθηµατικής σχέσης 

που εκφράζει την αλληλεξάρτηση των φυσικών µεγεθών). 

Όπως είναι φανερό, η ποιοτική µελέτη του φαινοµένου είναι µάλλον επιφανειακή, ενώ 

η ποσοτική είναι πιο θεµελιωµένη. Αυτή απαιτεί: 

α) Ποιοτική αντίληψη του φαινοµένου. 

β) Καθορισµό της αρχής των µετρήσεων κάθε φυσικού µεγέθους 

γ) Καθορισµό των µονάδων µέτρησης και σύγκρισή τους µε το µέγεθος των 

αντιστοίχων µεταβλητών. 

δ) Καταχώρηση και επεξεργασία των µετρήσεων 

ε) Προσδιορισµό της νοµοτέλειας του φαινοµένου. 
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Όργανο µέτρησης: Είναι κάθε συσκευή, εργαλείο ή διάταξη, η οποία έχει την 

δυνατότητα να κάνει σύγκριση µε την µονάδα µέτρησης και να παρέχει σε έναν 

παρατηρητή ένα αριθµητικό αποτέλεσµα, δηλαδή µια αναγνώσιµη και αναγνωρίσιµη 

ένδειξη. Πάρα πολλές συσκευές της καθηµερινής µας ζωής µπορεί να θεωρηθούν ότι 

αποτελούν (έστω και χονδρικά) όργανα µέτρησης. Σαν παραδείγµατα µπορείτε να 

θεωρήσετε τους χάρακες, τις µετροταινίες, τα θερµόµετρα, τα ρολόγια (χεριού και 

τοίχου) ή ακόµα και το κινητό σας τηλέφωνο, το οποίο διαθέτει χρονόµετρο. 

Τα όργανα µέτρησης µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε άµεση ανάγνωση, αλλά και να 

συνδεθούν µε µια αυτοµατοποιηµένη διάταξη που περιλαµβάνει έναν Η/Υ. Στην 

περίπτωση που ο παρατηρητής κάνει την ανάγνωση της ένδειξης, είναι προφανές ότι το 

αποτέλεσµα πρέπει να είναι ένα φυσικό µέγεθος παρατηρήσιµο δια γυµνού οφθαλµού. 

Το µάτι µπορεί να διακρίνει δύο βασικά φυσικά µεγέθη: το µήκος και την γωνία. Για 

παράδειγµα, ένα υδραργυρικό θερµόµετρο εκµεταλλεύεται την θερµοµετρική ιδιότητα 

της θερµικής διαστολής του όγκου και µετατρέπει ένα αόρατο φυσικό µέγεθος (την 

θερµοκρασία) σε ένα ορατό, το µήκος της στήλης του υδραργύρου πάνω σε µια 

αυθαίρετη κλίµακα. Κατ’ αναλογία, το στροφόµετρο ενός αυτοκινήτου µετατρέπει την 

συχνότητα περιστροφής του κινητήρα σε µια γωνία, η οποία είναι αναγνώσιµη επάνω 

σε µια αυθαίρετη κυκλική κλίµακα. Τα δύο αυτά παραδείγµατα αφορούν τα λεγόµενα 

αναλογικά όργανα µέτρησης, τα οποία διαθέτουν µια ευθύγραµµη ή κυκλική κλίµακα, 

επάνω στην οποία κινείται ένας δείκτης. Τα λεγόµενα ψηφιακά όργανα µέτρησης 

δίνουν απευθείας ένα αριθµητικό αποτέλεσµα και είναι πιο χρηστικά. 

Τα δύο βασικότερα χαρακτηριστικά των οργάνων µέτρησης που ενδιαφέρουν στο  

εργαστήριο είναι η ακρίβεια και η πιστότητα. 

Η ακρίβεια ενός οργάνου µέτρησης (precision) αποτελεί ένα µέτρο την λεπτοµέρειας 

στα αριθµητικά αποτελέσµατα την οποία επιτρέπει το όργανο. Ένα όργανο µεγάλης 

ακρίβειας δίνει περισσότερα ψηφία στην µέτρηση από ό,τι ένα όργανο µικρής 

ακρίβειας. Για παράδειγµα, η µετροταινία του µηχανικού επιτρέπει µετρήσεις µε 

ακρίβεια εκατοστού (cm), ενώ ένας συνηθισµένος πλαστικός χάρακας επιτρέπει 

µέτρηση µε ακρίβεια χιλιοστού του µέτρου (mm). Οι µετρήσεις από το πρώτο όργανο 

θα µοιάζουν µε 2.35 m, 4.78 m κλπ, ενώ οι µετρήσεις του δεύτερου θα έχουν την 

µορφή  10.2 cm ή 29.7 cm (αντίστοιχα 0.102 m και 0.297 m).  Η ακρίβεια ενός 

οργάνου µέτρηση εξαρτάται αποκλειστικά από την τεχνολογία απεικόνισης των 
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µετρήσεων, δηλαδή την λεπτοµέρεια που παρέχεται κατά στην ανάγνωση της κλίµακας 

ή το πλήθος των ψηφίων που παρέχει το ψηφιακό όργανο. 

Το πλήθος των ψηφίων όµως δεν µας εξασφαλίζει ότι οι µετρήσεις είναι σύµφωνες µε 

την πρότυπη µονάδα µέτρησης, που είναι το standard µέτρο, το οποίο ορίζεται στο 

σύστηµα µονάδων SI σαν το διάστηµα το οποίο διανύει το φως σε χρονική διάρκεια 

ίση µε το 1/299,792,458 του δευτερολέπτου. Το χαρακτηριστικό του οργάνου 

µέτρησης το οποίο περιγράφει τον βαθµό συµφωνίας των µετρήσεων που παράγει µε 

την πρότυπη µονάδα µέτρησης είναι η πιστότητα του οργάνου, η οποία εξαρτάται 

αποκλειστικά από τον κατασκευαστή του οργάνου και ενδεχοµένως από άλλα 

χαρακτηριστικά όπως η παλαιότητα, η κακή χρήση ή ελλειπής συντήρηση κλπ. 

Παρατηρώντας ένα συνηθισµένο όργανο µέτρησης, πχ. έναν χάρακα στο χαρτοπωλείο 

ή ένα χρονόµετρο στα καταστήµατα, δεν έχουµε συνήθως κανένα στοιχείο που να µας 

υποδεικνύει πόση είναι η πιστότητα που επιτρέπουν. Μόνο για τα όργανα που 

χρησιµοποιούνται στην έρευνα ή σε βιοµηχανικές ή νοσοκοµειακές εφαρµογές δίνουν 

οι κατασκευαστές τα χαρακτηριστικά πιστότητας. Τα περισσότερα όργανα που 

χρησιµοποιούµε στο Γενικό Εργαστήριο επίσης δεν παρέχουν σχετικές πληροφορίες. 

Συνεπώς, οι ενδείξεις από αυτά τα όργανα είναι κυριολεκτικά “ενδείξεις”, δηλαδή στην 

καλύτερη περίπτωση πληροφορίες προς την σωστή κατεύθυνση, αλλά λιγότερο ή 

περισσότερο αξιόπιστες. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, κάθε µέτρηση από ένα άγνωστο σε µας ή ατεκµηρίωτο 

όργανο µέτρηση είναι εξ ορισµού άγνωστης πιστότητας, και ενδεχοµένως άχρηστη ή 

και επικίνδυνη. Συνεπώς, παρ’ όλη την επιφανειακή σοβαρότητα εµφάνισης, πρέπει 

πάντοτε να διατηρούµε επιφυλάξεις σχετικά µε την πιστότητα των µετρήσεων που 

παρέχουν τα όργανα µέτρησης. 

Η ακρίβεια και η πιστότητα των οργάνων µέτρησης είναι ανεξάρτητες 

µεταβλητές. Με άλλα λόγια, το πλήθος των ψηφίων που παρέχει στις µετρήσεις του 

ένα όργανο, δεν εξασφαλίζει ότι οι µετρήσεις αυτές θα είναι συµβατές µε την 

αντίστοιχη πρότυπη µονάδα µέτρησης. Για παράδειγµα, ένα ηλεκτρονικό χρονόµετρο 

χειρός θεωρείται όργανο υψηλής ακρίβειας, επειδή παρέχει ενδείξεις χρόνου µε 

χιλιοστά του δευτερολέπτου. Αντίθετα, ένα µηχανικό ρολόι χειρός ή τοίχου θεωρείται 

(και είναι) όργανο µικρής ακρίβειας, επειδή µπορεί να δώσει µετρήσεις µε ακρίβεια 

δευτερολέπτου. Είναι όµως δυνατό το ρολόι τοίχου (µε την µικρή ακρίβεια) να έχει 

µεγαλύτερη πιστότητα από το ηλεκτρονικό χρονόµετρο (που έχει µεγάλη ακρίβεια); Η 



ΜΕΡΟΣ Α  – ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

– 13 – 

απάντηση είναι ναι, εάν το πρώτο “χάνει” για παράδειγµα δύο δευτερόλεπτα το µήνα, 

ενώ το δεύτερο χάνει δέκα δευτερόλεπτα το µήνα (πράγµα το οποίο δεν είναι καθόλου 

απίθανο να συµβεί). 

Για να δώσουµε ένα δεύτερο παράδειγµα, στο εργαστήριο διαθέτουµε δύο ειδών 

συνηθισµένους πλαστικούς χάρακες από διαφορετικούς κατασκευαστές, µήκους 30 

εκατοστών. Παρόλο που και οι δύο είναι βαθµολογηµένοι σε χιλιοστά, και συνεπώς 

παρέχουν την ίδια ακρίβεια στις µετρήσεις, αν τους τοποθετήσουµε πλάτη µε πλάτη, 

ώστε να συµπέσει η αρχή των µετρήσεων, θα διαπιστώσουµε ότι στο άλλο άκρο οι δύο 

κλίµακες διαφέρουν κατά ένα ολόκληρο χιλιοστό. Το αποτέλεσµα είναι οι δύο χάρακες 

για το ίδιο αντικείµενο να δίνουν δύο διαφορετικές τιµές. Συνεπώς οι δύο χάρακες 

έχουν διαφορετική πιστότητα. Αν δεν διαθέτουµε όµως έναν τρόπο σύγκρισης µε το 

πρότυπο µέτρο, δεν µπορούµε να αποφανθούµε ποιος από τους δύο χάρακες έχει 

µεγαλύτερη πιστότητα. Συνεπώς δεν µπορούµε να εµπιστευτούµε τις ενδείξεις ούτε του 

ενός ούτε του άλλου χάρακα. 

Στην καθηµερινή ζωή η έννοια της ακρίβειας οργάνου µέτρησης χρησιµοποιείται 

ευρέως, και συνήθως έχει τρεις σηµασίες, ανάλογα µε το περιβάλλον και τις συνθήκες 

χρήσης. Η “ακρίβεια” άλλοτε εννοείται µε την σηµασία του ορισµού που δώσαµε στο 

εργαστήριο, άλλοτε χρησιµοποιείται σαν συνώνυµη µε την έννοια της πιστότητας και 

συχνά συγχέεται µε την ικανότητα µέτρησης µικρών φυσικών ποσοτήτων (π.χ. στην 

περίπτωση της ζυγαριάς ακριβείας που έχει την ικανότητα µέτρησης µαζών της τάξης 

του mg). Στο περιβάλλον του εργαστηρίου φυσικής πρέπει να διακρίνετε τις τρεις 

αυτές καθηµερινές σηµασίες της λέξης και να µην τις συγχέετε. 

Υπάρχουν και πολλά άλλα χαρακτηριστικά των οργάνων µέτρησης, όπως η διακριτική 

ικανότητα, η µέγιστη και η ελάχιστη περιοχή µέτρησης, η επαναληπτικότητα, η 

ολίσθηση, µερικά από τα οποία θα περιγραφούν στις αυτόνοµες ασκήσεις. 

Συνθήκες µέτρησης φυσικών µεγεθών: Όπως είδαµε παραπάνω, η ποσοτική µελέτη 

προϋποθέτει µετρήσεις των φυσικών µεγεθών που περιγράφουν ένα φαινόµενο. 

Παράδειγµα: Θέλουµε να µετρήσουµε τον χρόνο πτώσης ενός σώµατος από αρχικό 

ύψος 10.0 m µε ένα ψηφιακό χρονόµετρο. Η κίνηση του σώµατος περιγράφεται από τις 

γνωστές εξισώσεις κίνησης του Νεύτωνα. Συνεπώς, ο χρόνος αυτός θεωρητικά οφείλει 

να είναι ο ίδιος κάθε φορά που πραγµατοποιούµε το πείραµα, αλλιώς καταρρίπτεται η 
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ισχύς των νόµων της κινηµατικής. Οι µετρήσεις δηλαδή του ιδίου φαινοµένου ή ο 

προσδιορισµός µιας φυσικής σταθεράς οφείλουν να έχουν επαναληψιµότητα.  

Σχεδόν σε κάθε µέτρηση όµως, παρατηρούµε ότι υπάρχει διασπορά των πειραµατικών 

µετρήσεων, δηλαδή οι πειραµατικές τιµές διαφέρουν µεταξύ τους. Και µάλιστα, όσο 

καλύτερης ποιότητας όργανα χρησιµοποιούµε, τόσο πιο εµφανής είναι η πειραµατική 

διασπορά. Στο προηγούµενο παράδειγµα, αν χρησιµοποιούµε ένα χρονόµετρο µε 

διακριτική ικανότητα 1 sec (ρολόι χεριού µε δείκτες), κάθε φορά που αφήνουµε το 

σώµα να πέσει, το πιθανότερο είναι να βρίσκουµε το ίδιο αποτέλεσµα. Αν όµως 

χρησιµοποιήσουµε ένα χρονόµετρο µε διακριτική ικανότητα 0.01 sec (ψηφιακό 

χρονόµετρο), το πιθανότερο είναι κάθε φορά που εκτελούµε το πείραµα να βρίσκουµε 

διαφορετικό αποτέλεσµα. Η διασπορά των µετρήσεων βέβαια δεν οφείλεται σε αλλαγή 

των νόµων της φυσικής από µέτρηση σε µέτρηση, αλλά στο ότι παρεµβαίνουν 

διάφοροι παράγοντες, όπως π.χ. οι ατέλειες των οργάνων, η αδεξιότητα του 

παρατηρητή, η θερµοκρασία, η πίεση, ανεπιθύµητα µεγέθη ή πεδία (βαρυτικό, 

ηλεκτρικό, µαγνητικό, κ.λπ.) που επηρεάζουν την µέτρηση και εισάγουν στην µέτρηση 

τα λεγόµενα σφάλµατα µέτρησης. Τα σφάλµατα µέτρησης επηρεάζουν την 

επαναληψιµότητα των µετρήσεων µε αποτέλεσµα φυσικά να εµφανίζεται µια ασάφεια σ' 

αυτές. 

Αποτέλεσµα µέτρησης: Λόγω της µη επαναληψιµότητας των µετρήσεων, είµαστε 

αναγκασµένοι να αναφέρουµε ως αποτέλεσµα της µέτρησης όχι ένα συγκεκριµένο 

αριθµητικό αποτέλεσµα (π.χ. την µέση τιµή των µετρήσεων), αλλά µια περιοχή τιµών, 

µέσα στην οποία ο παρατηρητής κρίνει ότι βρίσκεται το πειραµατικό αποτέλεσµα. 

Είναι εύλογο ότι όσο καλύτερη επαναληψιµότητα έχει η µέτρηση ενός φυσικού 

µεγέθους, τόσο πιο στενή θα είναι αυτή η περιοχή τιµών. Στις επόµενες παραγράφους 

θα περιγράψουµε τον κοινά αποδεκτό τρόπο έκφρασης των πειραµατικών 

αποτελεσµάτων. 

Αξιοπιστία αποτελέσµατος: Το γεγονός ότι ο κανόνας στην πειραµατική φυσική είναι 

οι µετρήσεις µας να έχουν διασπορά, προκαλεί µια ασάφεια στο αποτέλεσµα κάθε 

µέτρησης. Το ποσοστό της ασάφειας (σε σχέση προς την τιµή του µετρούµενου 

µεγέθους) που θεωρούµε αποδεκτό στα αποτελέσµατά µας είναι αυτό που καθορίζει 

και τα όρια αξιοπιστίας τους για πιθανή χρήση. Είναι ιδιαίτερα σηµαντικό να 

συνειδητοποιήσουµε ότι στην πειραµατική φυσική δεν µπορούµε να αποφασίσουµε αν 
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δύο πειραµατικά αποτελέσµατα διαφέρουν µεταξύ τους αν δεν υπάρχουν διαθέσιµα 

στοιχεία για τα πειραµατικά σφάλµατα. 

Από τα παραπάνω, προκύπτει έντονα η αναγκαιότητα καθορισµού της αξιοπιστίας ενός 

αποτελέσµατος µε έναν τυποποιηµένο (δηλ. συµφωνηµένο στην πειραµατικές 

επιστήµες) τρόπο εκτίµησης του σφάλµατος, αφού σε αντίθετη περίπτωση µπορούµε 

να πούµε πως το πείραµα δεν έχει δώσει οριστικό αποτέλεσµα. Για το λόγο, αυτό στα 

επόµενα κεφάλαια θα ασχοληθούµε µε τη λεγόµενη Θεωρία Σφαλµάτων, παραθέτοντας 

τις βασικές αρχές της. 

Γ. ΤΑ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΣΦΑΛΜΑΤΑ 

Όπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, κατά τη διαδικασία κάθε φυσικής 

µέτρησης είναι δυνατόν να παρέµβουν διάφοροι παράγοντες, οι οποίοι µεταβάλλουν 

την επαναληψιµότητα των µετρήσεων. Αν δεν υπήρχαν οι παράγοντες αυτοί, η 

πειραµατική τιµή µιας συγκεκριµένης αλλά άγνωστης ποσότητας, κάθε φορά που θα 

προσπαθούσαµε να την προσδιορίσουµε, θα προέκυπτε σαν µια µοναδική τιµή Χ, η 

ίδια πάντα, την οποία σε µια πρώτη επιφανειακή θεώρηση θα την θεωρούσαµε σαν την 

‘πραγµατική’ τιµή του µετρούµενου µεγέθους. Στην πράξη όµως, η τιµή που µετράµε 

είναι κάποια τιµή x, που προσεγγίζει απλώς την ‘πραγµατική’, χωρίς να συµπίπτει 

απαραίτητα µ’ αυτήν. Η διαφορά 

x − Χ = ε 

παραδοσιακά ονοµάζεται σφάλµα της µέτρησης και έχει θετική ή αρνητική τιµή. 

Πρέπει εξ αρχής να τονιστεί ότι σε ένα συγκεκριµένο πρόβληµα µέτρησης η 

πραγµατική τιµή του µετρούµενου µεγέθους είναι άγνωστη, και συνεπώς το σφάλµα 

µέτρησης είναι και αυτό άγνωστο. Μόνο αν µετράµε µια φυσική ποσότητα η οποία 

είναι µε σαφήνεια γνωστή εκ των προτέρων, όπως π.χ. η πυκνότητα του απεσταγµένου 

νερού ή η ταχύτητα του φωτός στο κενό,  τότε µπορούµε να αποφανθούµε οριστικά για 

το αν η µέτρησή µας είναι εσφαλµένη ή όχι. Στην γενική όµως περίπτωση, όταν 

µετράµε στο εργαστήριο ένα άγνωστο φυσικό µεγέθους, όπως π.χ. την ωµική 

αντίσταση ενός αγωγού, δεν γνωρίζουµε την πραγµατική τιµή, και συνεπώς δεν 

γνωρίζουµε επακριβώς το σφάλµα της µέτρησης. Για το λόγο αυτό, κάθε αποτέλεσµα 

µέτρησης αποτελείται από δύο µέρη: την βέλτιστη εκτίµηση του φυσικού µεγέθους, 

συνοδευόµενη από µια εκτίµηση του πειραµατικού σφάλµατος. Και τα δύο αυτά µέρη 
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υπολογίζονται µε βάση συγκεκριµένους κανόνες, τους οποίους θα περιγράψουµε στις 

επόµενες παραγράφους. 

Επειδή η λέξη ‘σφάλµα’ (στα αγγλικά measurement error) έχει τον χαρακτήρα του 

‘λάθους’ στην καθηµερινή γλώσσα, έννοια που υπονοεί ότι είναι βέβαιο ότι το 

αποτέλεσµα είναι λανθασµένο, στην πειραµατική φυσική από το 1985 περίπου 

προτιµάται να χρησιµοποιείται η έννοια της αβεβαιότητας µέτρησης (measurement 

uncertainty). Στα πλαίσια όµως µιας πρώτης εισαγωγής στην Θεωρία Σφαλµάτων για 

τις ανάγκες του Γενικού Εργαστηρίου Φυσικής, χρησιµοποιούµε τους δύο όρους σαν 

συνώνυµους.  

Τα σφάλµατα, δηλαδή οι αποκλίσεις των µετρήσεων από την πραγµατική τιµή, 

ιστορικά έχει καθιερωθεί να κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες, στα συστηµατικά και 

στα τυχαία, ανάλογα µε τον τρόπο µε τον οποίο επηρεάζουν τις πειραµατικές 

µετρήσεις. 

Συστηµατικά σφάλµατα. Τα συστηµατικά σφάλµατα είναι εκείνα που όταν 

παρουσιάζονται σε µια οµάδα µετρήσεων, η τιµή τους παραµένει κατά κανόνα 

σταθερή από µέτρηση σε µέτρηση και προκαλούν συστηµατική µεταβολή (αύξηση ή 

µείωση) στο τελικό αποτέλεσµα της µέτρησης. Τα συστηµατικά σφάλµατα, όταν τα 

γνωρίζουµε, µπορούµε µε µια κατάλληλη διόρθωση των µετρήσεων να τα 

απαλείψουµε. 

Τυχαία σφάλµατα. Τα τυχαία σφάλµατα αντίθετα, είναι εκείνα που προκαλούν εµφανή 

διασπορά στα αποτελέσµατα των µετρήσεων, η οποία όµως δεν έχει συστηµατικό 

χαρακτήρα. ∆ηλαδή προκαλούν κάθε φορά είτε αύξηση είτε µείωση στο τελικό 

αποτέλεσµα της µέτρησης µε τυχαίο τρόπο και µε διαφορετική απόλυτη τιµή 

σφάλµατος σε κάθε επιµέρους µέτρηση. 

Στη συνέχεια θα αναφερθούν σε συντοµία οι συνήθεις πηγές σφαλµάτων και οι 

βασικοί τρόποι µε τους οποίους µπορούµε να τα αντιµετωπίσουµε στο εισαγωγικό 

πλαίσιο των αναγκών του Γενικού Εργαστηρίου Φυσικής. 

1. Συστηµατικά σφάλµατα. Αυτά οφείλονται: 

α) Σε κατασκευαστικές ατέλειες των οργάνων µέτρησης. Παράδειγµα: Όταν µετράµε το 

µήκος ενός αντικειµένου µε έναν χάρακα του l m, του οποίου οι 100 υποδιαιρέσεις 

αντιστοιχούν στην πραγµατικότητα σε 99 cm, και δεν γνωρίζουµε ή δεν πάρουµε 
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υπόψη αυτή τη διαφορά, τότε οι µετρήσεις µας θα επιβαρυνθούν µε συστηµατικό 

σφάλµα, διότι κάθε µέτρηση µε τον ελαττωµατικό αυτό χάρακα θα είναι 

µεγαλύτερη από την πραγµατική. Μάλιστα, το σφάλµα αυτό δεν θα είναι σταθερό, 

αλλά θα εξαρτάται αναλογικά από το µήκος του µετρούµενου αντικειµένου. Ο 

µόνος τρόπος να αποφύγουµε αυτό το σφάλµα είναι ο προηγούµενος έλεγχος του 

οργάνου µέτρησης, δηλαδή η σύγκρισή του µε ένα όργανο αναφοράς (το οποίο δεν 

έχει κατασκευαστικές ατέλειες). Μετά από την σύγκριση αυτή, είναι δυνατό να 

κάνουµε κατάλληλες διορθώσεις και να εξαλείψουµε το συστηµατικό σφάλµα, 

στην περίπτωσή µας πολλαπλασιάζοντας κάθε µέτρηση µε τον παράγοντα 100/99. 

Είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι επανειληµµένες µετρήσεις µε τα ίδια όργανα ή την 

ίδια πειραµατική διάταξη, ούτε αποκαλύπτουν ούτε εξουδετερώνουν ένα 

συστηµατικό σφάλµα. Για το λόγο αυτό επιβάλλεται ο συχνός έλεγχος των 

οργάνων µέτρησης, και συγκεκριµένα η διακρίβωσή τους, δηλαδή η επαλήθευση 

των µετρήσεων που µας δίνουν όταν µετράµε ένα πρότυπο φυσικό µέγεθος ή η 

σύγκρισή τους µε ένα άλλο όργανο µέτρησης που έχει γνωστή και πιστοποιηµένη 

αξιοπιστία. 

β) Στη µέθοδο µέτρησης. Τα σφάλµατα αυτά ανακαλύπτονται δύσκολα και εξαρτώνται 

από πολλούς παράγοντες, όπως: 

i) Από την τάξη µεγέθους του µετρούµενου µεγέθους. Παράδειγµα: Η µέτρηση 

µιας µεγάλης σχετικά ηλεκτρικής αντίστασης, π.χ. 1 ΚΩ, µπορεί να γίνει 

εύκολα και αξιόπιστα µε χρήση βολτοµέτρου και αµπεροµέτρου ή ψηφιακού 

πολυµέτρου, γιατί η επίδραση στην µέτρηση των εσωτερικών αντιστάσεων των 

οργάνων και των αντιστάσεων των αγωγών σύνδεσης είναι αµελητέα. Αν όµως 

θέλουµε να µετρήσουµε είτε µια πολύ µικρή είτε µια πολύ µεγάλη αντίσταση 

(π.χ. 1 mΩ ή 100 GΩ αντίστοιχα), τότε πρέπει να αναζητήσουµε διαφορετική 

µέθοδο µέτρησης. 

ii) Από τη φύση του µετρούµενου φυσικού µεγέθους. Παράδειγµα: Για τη 

µέτρηση της ειδικής θερµότητας στερεών και υγρών, αν χρησιµοποιήσουµε τη 

µέθοδο των µιγµάτων και τη µέθοδο της ψύξης, η πρώτη είναι καταλληλότερη 

για τα στερεά και ή δεύτερη για τα υγρά. 

iii) Από την πιστότητα που απαιτείται από τις µετρήσεις µας. Παράδειγµα: Αν 

χρειάζεται να προσδιορίσουµε πειραµατικά ένα φυσικό µέγεθος µε σφάλµα της 
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τάξης του 5%, αυτό µπορεί να γίνει µε χρήση απλών οργάνων και 

συνηθισµένων µεθόδων µέτρησης, Αν όµως χρειαστεί να συγκρίνουµε δύο 

πειραµατικές τιµές του ίδιου φυσικού µεγέθους, για να αποφασίσουµε αν 

διαφέρουν µεταξύ τους λιγότερο από 1%, θα πρέπει να βρούµε µια διαφορετική 

µέθοδο µέτρησης, η οποία να προκαλεί πολύ µικρότερα σφάλµατα. 

γ) Σε εξωτερικά αίτια, δηλαδή παραµέτρους του φυσικού περιβάλλοντος και 

παράγοντες που επηρεάζουν την µέτρηση και παραµένουν περίπου σταθερά. Με 

“εξωτερικούς” παράγοντες εννοούµε φυσικά µεγέθη (είτε ίδιας φύσης είτε 

διαφορετικά από αυτά που  θέλουµε να µετρήσουµε), τα οποία όµως µεταβάλλουν 

τα χαρακτηριστικά είτε των οργάνων µέτρησης είτε το ίδιο το παρατηρούµενο 

φαινόµενο. Για παράδειγµα, όταν µελετώνται οι φυσικές ιδιότητες υλικών, πρέπει 

να ληφθεί υπόψη το υψόµετρο στο οποίο διεξάγεται η µέτρηση, γιατί είναι γνωστό 

ότι π.χ. τα σηµεία τήξης και βρασµού εξαρτώνται από την ατµοσφαιρική πίεση. 

Στην περίπτωση αυτή, µιλάµε για έναν τροποποιητικό παράγοντα επειδή η πίεση 

είναι ένα µέγεθος διαφορετικό από την θερµοκρασία (τήξης ή βρασµού) την οποία 

επιθυµούµε να προσδιορίσουµε. Κατά τον προσδιορισµό της ηλεκτρικής 

αντίστασης ενός υλικού, η αντίσταση των αγωγών σύνδεσης, επειδή είναι οµοειδές 

µε το µετρούµενο µέγεθος συνιστά έναν παρεµβαλλόµενο παράγοντα. Συνήθως, 

πολλές από τις λεγόµενες “συνθήκες περιβάλλοντος” του εργαστηρίου, όπως η 

θερµοκρασία, η υγρασία, η πίεση, τα διάφορα ηλεκτρικά και µαγνητικά πεδία που 

υπάρχουν στον χώρο κλπ. είναι δυνατόν να επηρεάσουν τις µετρήσεις µας 

προκαλώντας συστηµατικά σφάλµατα, τα οποία πρέπει να τα λαµβάνουµε υπόψη 

και να κάνουµε τις ανάλογες διορθώσεις στα πειραµατικά αποτελέσµατα. 

δ) Στον παρατηρητή. Στις πιο πολλές περιπτώσεις, οι µετρήσεις απαιτούν την 

παρέµβαση ενός παρατηρητή, ο οποίος καθορίζει και συνεπώς επηρεάζει την 

διαδικασία µέτρησης. Ένα κλασικό παράδειγµα είναι η µέτρηση του µήκους ενός 

αντικειµένου µε ένα παχύ πλαστικό χάρακα ή η ανάγνωση ενός αναλογικού 

οργάνου µέτρησης (όργανο µε κινούµενο δείκτη επάνω σε διαβαθµισµένη 

κλίµακα). Ανάλογα µε την γωνία υπό την οποία ένας µη εξασκηµένος παρατηρητής 

παρατηρεί την κλίµακα, το αποτέλεσµα της µέτρησης είναι διαφορετικό. 

Υποθέτοντας ότι ο παρατηρητής κάνει κάθε µέτρηση κοιτάζοντας το όργανο 

µέτρησης υπό την ίδια περίπου γωνία, συµπεραίνουµε ότι οι µετρήσεις του θα είναι 

συστηµατικά είτε µεγαλύτερες είτε µικρότερες από αυτές που θα προέκυπταν αν ο 
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παρατηρητής έκανε την ενδεδειγµένη ανάγνωση της κλίµακας, δηλαδή 

παρατηρώντας τις ενδείξεις κάθετα προς το επίπεδο της κλίµακας. Το σφάλµα αυτό 

που κάνει ο µη εξασκηµένος παρατηρητής ονοµάζεται σφάλµα ανάγνωσης της 

κλίµακας και οφείλεται στο γεωµετρικό φαινόµενο της παράλλαξης. Πρέπει να 

σηµειωθεί ότι τα σφάλµατα που οφείλονται στον παρατηρητή δεν είναι πάντοτε 

συστηµατικά. Ένα παραστατικό παράδειγµα είναι χρήση µηχανικού ή 

ηλεκτρονικού χρονοµέτρου για την µέτρηση της διάρκειας ενός φαινοµένου, όπου 

η αρχή και το τέλος ενός φαινοµένου σηµειώνονται από τον παρατηρητή µε 

συµπίεση ενός κουµπιού του χρονοµέτρου. Παρόλο που ο παρατηρητής, ανάλογα 

µε την ταχύτητα αντίδρασής του και την επιδεξιότητά του, αναµένεται να πατάει το 

κουµπί συστηµατικά αργότερα από την έναρξη ή λήξη του φαινοµένου, η διάρκεια 

του φαινοµένου, επειδή ισούται µε την διαφορά των δύο µετρήσεων, ενδέχεται να 

µην επηρεάζεται από την ταχύτητα αντίδρασης του παρατηρητή και να έχει τυχαίο 

χαρακτήρα. Επίσης στον παρατηρητή πρέπει να αποδοθούν και τα λεγόµενα 

χονδροειδή σφάλµατα ή αβλεψίες, όταν για παράδειγµα κάνει λάθη στην 

καταγραφή των µετρήσεων, π.χ. σηµειώνει µέτρηση 38.2 αντί για 83.2. Τα 

σφάλµατα αυτά δεν έχουν απαραίτητα συστηµατικό χαρακτήρα. 

Όσον αφορά τώρα τα τυχαία σφάλµατα, υπάρχει στη διάθεσή µας η κατάλληλη θεωρία 

για τον προσδιορισµό τους. Τα τυχαία σφάλµατα µπορούν να ανιχνευθούν µόνο 

εφόσον επαναλάβουµε τις µετρήσεις µας. Επιπλέον, όπως θα δούµε αµέσως παρακάτω, 

αυξάνοντας το πλήθος των µετρήσεων, ο µέσος όρος τους µας δίνει µια τιµή που 

πλησιάζει όλο και περισσότερο στην πραγµατική τιµή. Αυτά δεν ισχύουν για τα 

συστηµατικά σφάλµατα. 

2) Τυχαία σφάλµατα. Αυτά οφείλονται: 

α) Στην περιορισµένη ευαισθησία των οργάνων µέτρησης. Παράδειγµα: Για την 

µέτρηση της έντασης του ρεύµατος σε ένα κύκλωµα χρησιµοποιούµε ένα ψηφιακό 

αµπερόµετρο διακριτικής ικανότητας 0.01 Α. Όπως κάθε ψηφιακό όργανο 

µέτρησης, το αµπερόµετρο παρέχει ενδείξεις µε συγκεκριµένο πλήθος ψηφίων 

στρογγυλεύοντας την τιµή του ρεύµατος ανάλογα µε το επόµενης τάξης ψηφίο, είτε 

προς τα πάνω (όταν το τρίτο δεκαδικό ψηφίο είναι µεγαλύτερο ή ίσο του 5), είτε 

προς τα κάτω (όταν το τρίτο δεκαδικό ψηφίο είναι µικρότερο του 5). Αν τώρα το 

µετρούµενο ρεύµα είναι Ι = 0.22 Α και στο κύκλωµά µας συµβαίνουν τυχαίες 
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µεταβολές της έντασης λόγω θορύβου ή παρεµβολών µικρότερων από 0.01 A, 

αυτές θα προκαλούν µια αυξοµείωση της ένδειξής του κατά ±0.01 Α µε τυχαίο 

χαρακτήρα, δηλαδή θα βλέπουµε την ένδειξη του αµπεροµέτρου να µεταβάλλεται 

µε τυχαίο τρόπο µεταξύ των ενδείξεων 0.21, 0.22 και 0.23. Συνεπώς, ο 

ενδεδειγµένος τρόπος για να διατυπώσουµε το αποτέλεσµα της µέτρησης είναι να 

γράψουµε  Ι = 0.22 ± 0.01 Α. 

β) Στον παρατηρητή. Ο παρατηρητής, όπως είναι φυσικό, επηρεάζεται από διάφορους 

αστάθµητους (“τυχαίους” στην καθηµερινή γλώσσα) παράγοντες, είτε εξωτερικούς 

(π.χ. αποπροσανατολιστικά ερεθίσµατα) είτε εσωτερικούς (π.χ. κόπωση), µε 

αποτέλεσµα οι µετρήσεις του για το ίδιο µετρούµενο µέγεθος να διαφέρουν λίγο 

µεταξύ τους. Παράδειγµα: Το ίδιο συστηµατικό σφάλµα παράλλαξης που 

περιγράψαµε παραπάνω στην παράγραφο 1.δ, µπορεί να γίνει τυχαίο, αν ο 

παρατηρητής κάθε φορά βρίσκεται σε διαφορετική πλάγια θέση ως προς τον δείκτη 

και διαβάζει είτε µεγαλύτερη είτε µικρότερη ένδειξη από αυτήν που προκύπτει µε 

την ορθή κάθετη ανάγνωση. 

γ) Στην αστάθεια των εξωτερικών συνθηκών. Οι  ίδιοι εξωτερικοί παράγοντες που 

µπορεί να επηρεάσουν µε συστηµατικό τρόπο τις µετρήσεις µας όπως 

περιγράφτηκε παραπάνω στην παράγραφο 1.γ, αν αυτοί µεταβάλλονται µε τυχαίο 

τρόπο κατά τη διάρκεια λήψης των µετρήσεων, ιδιαίτερα σε πειράµατα µεγάλης 

χρονικής διάρκειας, είναι δυνατό να οδηγήσουν σε διασπορά µετρήσεων µε τυχαίο 

τρόπο (οδηγώντας σε τιµές είτε µεγαλύτερες, είτε µικρότερες από αυτές που θα 

προέκυπταν αν δεν υπήρχαν µεταβολές στις εξωτερικές συνθήκες). 

Παρατήρηση. Όπως φαίνεται από τα παραπάνω, τα συστηµατικά σφάλµατα είναι πιο 

“επικίνδυνα” από τα τυχαία. Αν υπάρχουν µεγάλα τυχαία σφάλµατα σ’ ένα πείραµα, 

τότε αυτά θα εκδηλωθούν στο αποτέλεσµα σαν σηµαντική διασπορά στις µετρήσεις. 

Έτσι θα αντιληφθούµε ότι το αποτέλεσµά µας δεν έχει επαναληψιµότητα και θα 

πάρουµε τα µέτρα µας. Από την άλλη µεριά, τα συστηµατικά σφάλµατα είναι “κρυφά” 

και µπορούν να οδηγήσουν σ’ ένα φαινοµενικά αξιόπιστο αποτέλεσµα, µε µικρό 

σφάλµα, το οποίο στην πραγµατικότητα απέχει πολύ από την πραγµατική τιµή. ∆εν 

υπάρχει ασφαλής κανόνας για να βρούµε και να εξουδετερώσουµε συστηµατικά 

σφάλµατα, εκτός από τον διαρκή και περιοδικό έλεγχο των οργάνων µέτρησης και την 

διερεύνηση εκ των προτέρων των πιθανών πηγών σφάλµατος στις πειραµατικές 
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διατάξεις. Επιπλέον, σηµαντικό ρόλο παίζει η πείρα του πειραµατιστή στην εκλογή της 

κατάλληλης πειραµατικής µεθόδου η οποία θα εξαλείψει την επίδραση των 

εξωτερικών παραγόντων. Γενικά, θα πρέπει να υποπτευόµαστε πάντοτε τις συσκευές 

µας και αν είναι απαραίτητο, να τις ρυθµίζουµε συγκρίνοντάς τις µε άλλες που τις 

θεωρούµε πιο ακριβείς (διακρίβωση οργάνων). 

Κατά τη διάρκεια των εργαστηρίων θα πρέπει να είσαστε πάντοτε σε εγρήγορση ώστε 

να προβλέπετε και να αποφεύγετε τις πιθανές πηγές σφαλµάτων στις πειραµατικές σας 

διατάξεις (π.χ. να µην κουνάτε τους εργαστηριακούς πάγκους). Επίσης κατά την 

συγγραφή της εργασιακής σας αναφοράς είναι πάντοτε χρήσιµο να προτείνετε τρόπους 

για την αντιµετώπιση όσων σφαλµάτων κατά τη γνώµη σας επιδέχονται βελτίωση.  

 

∆. ΠΟΣΟΤΙΚΗ ΕΚΦΡΑΣΗ ΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

Κατά τη διάρκεια των πειραµατικών µετρήσεων σκοπός µας είναι να περιορίσουµε 

όσο γίνεται περισσότερο τα σφάλµατα. Αρχικά προσπαθούµε να διακρίνουµε τα 

συστηµατικά από τα τυχαία. Τα συστηµατικά σφάλµατα συνήθως µπορούµε να τα 

αποφύγουµε προσδιορίζοντας το µέγεθός τους και απαλείφοντάς τα µε κατάλληλο 

τρόπο από τα µετρούµενα µεγέθη. 

Τα τυχαία όµως µπορούµε µόνο να τα περιορίσουµε. Στο εξής θα αναφέρουµε εν 

συντοµία τους βασικότερους τρόπους αντιµετώπισης των τυχαίων σφαλµάτων. 

Η θεωρία της στατιστικής µας λέει ότι η επίδραση των τυχαίων σφαλµάτων µικραίνει 

όσο αυξάνει το πλήθος των µετρήσεων και όταν έχουµε πρακτικά απεριόριστο πλήθος 

µετρήσεων, η επίδρασή τους τείνει στο µηδέν. 

Στο πείραµα όµως, ο αριθµός των µετρήσεών µας είναι περιορισµένος και εποµένως, 

λόγω των τυχαίων σφαλµάτων, παρουσιάζεται ασάφεια στις µετρήσεις µε συνέπεια η 

τιµή που προκύπτει να διαφέρει αρκετά από την πραγµατική. Έτσι, την πραγµατική 

τιµή µιας ποσότητας σε ελάχιστες περιπτώσεις είναι δυνατόν να την προσδιορίσουµε 

µε “ιδανική” ακρίβεια. Εκείνο που µπορούµε να προσδιορίσουµε είναι η καλύτερη ή 

πιθανότερη τιµή της ποσότητας που µετράµε (η οποία δεν ταυτίζεται αναγκαστικά µε 

την πραγµατική τιµή). 

Η πιθανότερη τιµή, που η πιο απλή της έκφραση (την οποία και θα χρησιµοποιήσουµε 

εδώ) ταυτίζεται µε την έννοια του µέσου όρου, είναι ένα νοητό κατασκεύασµα που δεν 
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ταυτίζεται αναγκαστικά µε την τιµή κάποιας από τις µετρήσεις που κάναµε. Στα 

παρακάτω παρατίθεται µια απλοποιηµένη εκδοχή των συλλογισµών που µας οδηγούν 

στην καταλληλότητα του µέσου όρου σαν αντιπροσωπευτικό αποτέλεσµα από µια 

οµάδα πειραµατικών µετρήσεων.  Σύµφωνα µε το σκεπτικό αυτό, πρώτα εξετάζουµε τι 

προβλέπει η θεωρία της Στατιστικής για την συµπεριφορά των επαναλαµβανόµενων 

µετρήσεων, υποθέτοντας ότι γνωρίζουµε την πραγµατική τιµή ενός µεγέθους που 

υφίσταται την επίδραση τυχαίων σφαλµάτων. Στη συνέχεια, τα συµπεράσµατα αυτά 

της Στατιστικής εφαρµόζονται στην επεξεργασία των πειραµατικών αποτελεσµάτων, 

όπου δεν είναι γνωστή η πραγµατική τιµή. 

∆.1. Συµπεράσµατα που προκύπτουν από την θεωρία της Στατιστικής 

Ας υποθέσουµε ότι ένα φυσικό µέγεθος µε γνωστή πραγµατική τιµή Χ µετριέται 

πολλές φορές (n φορές) από έναν παρατηρητή ή από µια αυτοµατοποιηµένη διάταξη 

µετρήσεων. Η συλλογή αυτών των n µετρήσεων στην Στατιστική ονοµάζεται δείγµα. Η 

λέξη “δείγµα” υπονοεί ότι οι µετρήσεις µας αποτελούν µέρος ενός υπερσυνόλου 

µετρήσεων, του λεγόµενου δειγµατικού χώρου, που περιλαµβάνει τα άπειρα 

αποτελέσµατα που δυνητικά µπορούν να προκύψουν από το δεδοµένο πείραµα όταν 

αυτό διαρκεί για άπειρο χρόνο. Ο δειγµατικός χώρος (που συνήθως ονοµάζεται και 

κατανοµή των µετρήσεων) συνιστά µια ιδεατή γενίκευση των πεπερασµένων πρακτικά 

µετρήσεων τις οποίες διαθέτουµε. 

Εάν µια συγκεκριµένη µέτρηση είναι xi, το σφάλµα της θα είναι 

εi = xi – Χ (1) 

Η µέση τετραγωνική τιµή του ε για το σύνολο των n µετρήσεων είναι γνωστή σαν 

τυπική απόκλιση του δείγµατος ή απλά τυπικό σφάλµα και συµβολίζεται µε  σ. Έτσι,  

∑
=

==
n

i

i
n 1

22 1
εεσ    όπου  εi = xi – Χ (2) 

Ο µέσος όρος x του δείγµατος n µετρήσεων ορίζεται σαν 

( ) ∑
=

=+++=
N

i

nn x
n

xxx
n

x
1

21

11
…  (3) 
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Ο αριθµός n δεν είναι κατ’ ανάγκη µεγάλος. Σ’ ένα συνηθισµένο πείραµα για 

εκπαιδευτική χρήση συνήθως είναι από 5 έως 10 µετρήσεις. Ο µέσος όρος x  εποµένως 

στην γενική περίπτωση δεν είναι ίσος µε το Χ.  

Η πιθανότητα να συµπίπτει ο µέσος όρος µε την πραγµατική τιµή αυξάνει, όσο 

αυξάνει ο αριθµός των µετρήσεων n, γιατί, όπως αναφέραµε παραπάνω, µικραίνει η 

επίδραση των τυχαίων σφαλµάτων. Έτσι, για να βρούµε µέσο όρο που να πλησιάζει 

αρκετά στη πραγµατική τιµή του µεγέθους µας, είναι αναγκαίο να έχουµε ένα αρκετά 

µεγάλο πλήθος µετρήσεων. Η θεωρία της Στατιστικής αποδεικνύει ότι για άπειρο 

πλήθος µετρήσεων, ο µέσος όρος ταυτίζεται µε τη πραγµατική τιµή. 

Το σφάλµα στον µέσο όρο ορίζεται σαν: 

E x X= −  (4) 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι παίρνουµε ένα µεγάλο αριθµό δειγµάτων µετρήσεων από τον 

ίδιο δειγµατικό χώρο, όπου το κάθε δείγµα αποτελείται από n µετρήσεις. Κάθε δείγµα 

µεγέθους  n  έχει το δικό του µέσο όρο Ei και όλοι αυτοί οι µέσοι όροι σχηµατίζουν µια 

άλλη κατανοµή, που ονοµάζεται κατανοµή των µέσων όρων. Η µέση τετραγωνική 

απόκλιση, δηλαδή το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων από την πραγµατική 

τιµή είναι γνωστή σαν τυπικό σφάλµα στο µέσο όρο ή συνηθέστερα τυπική απόκλιση 

στον µέσο όρο και συµβολίζεται µε σm  (το m προκύπτει από το αγγλικό mean που 

σηµαίνει µέσος όρος). Έτσι 

∑
=

=
n

i

im E
n 1

21
σ  (5) 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι: 

m
n

σ
σ =  (6) 

∆.2. Εφαρµογή της Στατιστικής στην Θεωρία Σφαλµάτων 

Στην πράξη, κατά τη διάρκεια ενός πειράµατος παίρνουµε µία µόνο οµάδα n 

µετρήσεων. Επειδή συνήθως δεν γνωρίζουµε την πραγµατική τιµή Χ του µεγέθους που 

µετράµε, θεωρούµε τον µέσο όρο x  σαν την καλύτερη εκτίµηση της τιµής του Χ και 

προσεγγίζουµε το σφάλµα αυτής της τιµής µε την τυπική απόκλιση στον µέσο όρο σm. 

Το σm  στις περισσότερες περιπτώσεις είναι η συνηθέστερη έκφραση για το σφάλµα 

στον µέσο όρο. 
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Μια εκτίµηση του σ προκύπτει από τις αποκλίσεις των µετρήσεων. Η απόκλιση di µιας 

µέτρησης xi ορίζεται σαν 

i i
d x x= −  (7) 

Σε αντίθεση µε το σφάλµα που ορίζεται σαν 

i i
x Xε = −  (8) 

και είναι ουσιαστικά άγνωστο επειδή το Χ είναι άγνωστο, οι αποκλίσεις di είναι 

γνωστές ποσότητες, αφού εκφράζουν την διαφορά κάθε µέτρησης από τον µέσο όρο. Η 

µέση τετραγωνική τιµή των n αποκλίσεων συµβολίζεται µε το s, και είναι γνωστή σαν 

τυπική απόκλιση του δείγµατος µετρήσεων. Έτσι, 

( ) ∑
=

=+++=
n

i

inn d
n

ddd
n

s
1

2222

1

2 11
…   

Τώρα, αποδεικνύεται από την θεωρία της Στατιστικής ότι η άγνωστη ποσότητα σ της 

σχέσης (6) προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την γνωστή ποσότητα s, αρκεί να 

διαιρέσουµε τον δεύτερο όρο της (9) µε (n–1) αντί µε (n), δηλαδή  
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Έτσι, χρησιµοποιώντας µόνο γνωστές ποσότητες (τα di), προσεγγίζουµε την τυπική 

απόκλιση στον µέσο όρο σm  µε την έκφραση 

( )1

1

2
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nn
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Προσέξτε ότι στην εξίσωση (9) προκύπτει ότι η τυπική απόκλιση του δείγµατος s 

εξαρτάται µόνο από την ακρίβεια των µετρήσεων και δεν εξαρτάται από το n. 

Αντίθετα, από την εξίσωση (10) προκύπτει ότι η ποσότητα  σm  εξαρτάται και από το s 

και από το n. Συνεπώς, η τυπική απόκλιση στον µέσο όρο σm µειώνεται αυξάνοντας το 

µέγεθος του δείγµατος n. Στην πράξη όµως, επειδή η µείωση αυτή γίνεται κατά τον 

µικρό παράγοντα n/1 , δεν εξυπηρετεί να αυξήσουµε τον αριθµό των µετρήσεων αλλά 

να ελαττώσουµε το σ, δηλαδή να πάρουµε πιο προσεκτικά τις µετρήσεις µας, ώστε να 

έχουν µικρότερη διασπορά. Πράγµατι, για να µειώσουµε κατά 10 φορές την τυπική 
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απόκλιση του συνόλου των µετρήσεων, πρέπει να κάνουµε 10
2
 = 100 φορές 

περισσότερες µετρήσεις από όσες διαθέτουµε. 

Σαν πιο εποπτική εικόνα για τη σύγκριση σφαλµάτων και σαν µέτρο της ποιότητας των 

µετρήσεών µας, συνηθίζεται να χρησιµοποιείται και η έννοια του επί τοις εκατό (π%) 

σφάλµατος, που δίνεται από τη σχέση 

100%m

x

σ
π = ⋅  (11) 

Το επί τοις εκατό σφάλµα αποτελεί µια πρόσφορη έκφραση για την έκφραση του 

σχετικού σφάλµατος στο x, που ορίζεται σαν το ποσοστό του σφάλµατος ως προς την 

µέση τιµή m

x

σ
. Το σm πολλές φορές αποκαλείται και απόλυτο σφάλµα, για να 

διακρίνεται από την έννοια του σχετικού σφάλµατος. 

Για να συνοψίσουµε: 

Όταν διαθέτουµε ένα σύνολο n µετρήσεων x1, x2, … xn : 

–  Η αντιπροσωπευτικότερη τιµή των µετρήσεών µας είναι ο µέσος όρος  

∑
=

=
N

i

nx
n

x
1

1
 

– Το τυπικό σφάλµα (ή τυπική απόκλιση) στον µέσο όρο υπολογίζεται από την 

σχέση 
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– Αναφέρουµε το αποτέλεσµα των µετρήσεών µας σαν 
m

x σ±  

–  Χρησιµοποιούµε επίσης και το επί τοις εκατό σφάλµα  π%, που δίνει ποσοτική 

αίσθηση της ποιότητας των µετρήσεών µας. 

∆3. Η κατανοµή των µετρήσεων, η γραφική της παράσταση και 

η κατανοµή Gauss 

Σε προηγούµενο παράγραφο ορίσθηκε η έννοια του δείγµατος της κατανοµής των 

µετρήσεων σαν το σύνολο των µετρήσεων µιας πειραµατικής ποσότητας. Συχνά είναι 
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χρήσιµο να κατατάσσουµε τα δεδοµένα µας σε διαδοχικές περιοχές τιµών και να 

καθορίζουµε πόσες µετρήσεις εµφανίζονται σε κάθε κατηγορία. 

Στον παρακάτω Πίνακα Η.Ι παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα ενός υποθετικού 

πειράµατος για τη µέτρηση της αντίστασης ενός αγωγού. Οι τιµές της αντίστασης 

κυµαίνονται από 37 έως 77 Ohm και επιλέξαµε να τις κατατάξουµε σε οκτώ περιοχές 

µε εύρος 5 Ohm η κάθε µία. 

ΠΙΝΑΚΑΣ ∆.Ι  Μετρήσεις της αντίστασης αγωγού. 

Αντίσταση (Ohm) Συχνότητα 

37.5 − 42.5 3 

42.5 − 47.5 4 

47.5 − 52.5 7 

52.5 − 57.5 11 

57.5 − 62.5 9 

62.5 − 67.5 4 

67.5 − 72.5 5 

72.5 − 77.5 2 

Η πρώτη περιοχή περιέχει τιµές µεταξύ 37.5 και 42.5 Ohm. Επειδή τρεις µετρήσεις 

βρέθηκαν στο διάστηµα αυτό λέµε ότι η συχνότητα επανάληψης στο διάστηµα αυτό 

είναι 3. Τα επόµενα διαστήµατα είναι χωρισµένα µε τον ίδιο τρόπο ανά 5 Ohm. 

Μπορούµε τώρα να αποδώσουµε γραφικά τις µετρήσεις µας µε ένα Ιστόγραµµα ή µε 

ένα πολύγωνο συχνότητας. Το Ιστόγραµµα είναι ένα σύνολο από ορθογώνια που έχουν 

βάση στον άξονα των x, κέντρο βάσης το µεσαίο σηµείο του διαστήµατος που έχουµε 

επιλέξει και µήκος ίσο µε το εύρος του διαστήµατος (δηλ. 5 Ohm). 

Το ύψος του κάθε ορθογωνίου είναι ίσο µε τη συχνότητα επανάληψης των τιµών που 

περιέχει, και επειδή οι βάσεις των ορθογωνίων είναι ίσες, το εµβαδόν των 

ορθογωνίων είναι ανάλογο των αντίστοιχων συχνοτήτων επανάληψης (Σχήµα Η.1). 

Έτσι στο παράδειγµά µας, το πρώτο ορθογώνιο θα έχει σαν κέντρο βάσης το σηµείο 

(37.5+42.5):2 = 40, µήκος 5 και ύψος 3. Το δεύτερο σηµείο (42.5+47.5):2 = 45, µήκος 

πάλι 5 και ύψος 4 κοκ. 
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Αν ενώσουµε τα µέσα των άνω βάσεων των ορθογωνίων του ιστογράµµατος, µε 

ευθύγραµµα τµήµατα, παίρνουµε µια τεθλασµένη γραµµή που λέγεται πολύγωνο 

συχνότητας (Σχήµα Η.1).  

0

2

4

6

8

10

12

40 50 60 70

N

x  (i Ω) 

Σχήµα ∆.1. Ιστόγραµµα και πολύγωνο συχνοτήτων µετρήσεων του Πίνακα Η.1 

Αν τώρα οι µετρήσεις µας είναι πάρα πολλές και τα διαστήµατα που επιλέξαµε επίσης 

πολύ µικρά, τότε το πολύγωνο συχνότητας θα αποτελείται από πολύ µικρά 

ευθύγραµµα τµήµατα και οριακά θα προσεγγίζει τη µορφή µιας συνεχούς καµπύλης 

γραµµής όπως αυτή του Σχήµατος ∆.2. Η µορφή αυτή εκφράζει την γραφική 

παράσταση της κατανοµής απείρου πλήθους µετρήσεων, πρόκειται δηλαδή για µια 

θεωρητική θεώρηση του συνόλου των δυνατών µετρήσεων. 
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Σχήµα ∆.2: Το πολύγωνο συχνοτήτων προσεγγίζει µια συνεχή κωδωνοειδή καµπύλη. 
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Τοποθετώντας στον άξονα των x αντί για τις τιµές των µετρήσεών µας (xi τις 

αντίστοιχες τιµές των αποκλίσεων από το µέσο όρο (d;), παίρνουµε την καµπύλη του 

Σχήµατος (Η.3). Η καµπύλη της κατανοµής του Σχήµατος ∆.3 είναι συµµετρική γύρω 

από τη τιµή d = 0 και λέγεται κωδωνοειδής (λόγω της µορφής της). Περιγράφει µια 

κατανοµή δεδοµένων που καλείται κανονική κατανοµή ή κατανοµή του Gauss. 
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Σχήµα ∆.3: Η καµπύλη κατανοµής των αποκλίσεων di προσεγγίζει την καµπύλη Gauss. 

Η φυσική σηµασία της κανονικής κατανοµής είναι ότι αποτελεί κριτήριο για το εάν τα 

σφάλµατα που προκαλούν τη διασπορά των µετρήσεων είναι τυχαία και συνεπώς 

ισχύουν οι τύποι υπολογισµού των σφαλµάτων που έχουµε αναφέρει στις 

προηγούµενες παραγράφους. 

Η πρακτική σηµασία της κανονικής κατανοµής συνίσταται στο ότι όσο πιο οξεία είναι 

η καµπύλη του Gauss, τόσο πόσο καλή είναι η ποιότητα των µετρήσεών µας (οξύτερη 

καµπύλη � συσσώρευση τιµών γύρω στο µέσο όρο � καλύτερη ποιότητα 

µετρήσεων). 

Στα επόµενα θα παραθέσουµε µερικά βασικά στοιχεία της θεωρίας της Στατιστικής 

σχετικά µε την καµπύλη Gauss, τα οποία έχουν άµεση πρακτική εφαρµογή στην 

επεξεργασία µετρήσεων στο εργαστήριο. 

Σύµφωνα µε την κλασική θεωρία της Στατιστικής, το αποτέλεσµα µιας µέτρησης 

θεωρείται σαν η τιµή µιας µαθηµατικής τυχαίας µεταβλητής x, η οποία µπορεί να πάρει 

τιµές στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Η γραφική αναπαράσταση των τιµών 
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µιας στατιστικής µεταβλητής ονοµάζεται κατανοµή και συνήθως εκφράζεται µε µια 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x). 

Στην στατιστική µελετούνται πολλά είδη κατανοµών, οι οποίες έχουν διάφορες µορφές 

και διάφορες ιδιότητες. Μια από τις βασικότερες και χρησιµότερες κατανοµές είναι η 

κατανοµή Gauss, η οποία δηµοσιεύτηκε για πρώτη φορά το 1809 από τον Carl 

Friedriech Gauss στην µονογραφία “Theoria motus corporum coelestium in sectionibus 

conicis solem ambientium” (Θεωρία της κίνησης των ουρανίων σωµάτων που 

κινούνται γύρω από τον Ήλιο επάνω σε κωνικές τοµές). 

Έχει παρατηρηθεί ότι πάρα πολλά φυσικά µεγέθη, τόσο στην φύση όσο και στο 

εργαστήριο, µπορούν να περιγραφούν ικανοποιητικά από µια κατανοµή Gauss. Μια 

απλή εξήγηση αυτού του φαινοµένου στηρίζεται στο λεγόµενο κεντρικό οριακό 

θεώρηµα (central limit theorem) της Στατιστικής, σύµφωνα µε το οποίο, αν 

ικανοποιούνται ορισµένες συνθήκες, ο µέσος όρος ενός αρκούντως µεγάλου πλήθους 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, οι οποίες έχουν η καθεµία έναν πεπερασµένο µέσο 

όρο και πεπερασµένη διασπορά, τείνει προς µια κανονική κατανοµή. Αν 

συνειδητοποιήσουµε ότι η τιµή µιας µέτρησης µπορεί να θεωρηθεί σαν το άθροισµα 

της πραγµατικής τιµής ενός µεγέθους συν τις συνεισφορές από διάφορες πηγές 

σφαλµάτων τα οποία επηρεάζουν την µέτρηση µε τυχαίο τρόπο, εύλογα προκύπτει ότι 

η πιθανότερη κατανοµή των µετρήσεων ενός φυσικού µεγέθους θα είναι η κανονική 

κατανοµή. 

Προσοχή όµως, αυτό δεν ισχύει για όλα τα φυσικά φαινόµενα! Για παράδειγµα, στην 

Πυρηνική Φυσική, λόγω των χαρακτηριστικών του µηχανισµού της ραδιενεργής 

διάσπασης, η πιο συχνά απαντώµενη κατανοµή είναι η κατανοµή Poisson, η οποία 

είναι µια διαφορετική, ασύµµετρη κατανοµή. 

Η κατανοµή Gauss µιας µεταβλητής  x  που παίρνει τυχαίες τιµές µε κέντρο την µέση 

τιµή  µ  και τυπική απόκλιση  σ  δίνεται από µια εκθετική συνάρτηση της µορφής 
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όπου f(x) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µε παραµέτρους τα µ και σ.  Από 

την µορφή της f(x) µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι έχει τις εξής ιδιότητες: 



ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 

– 30 – 

–  είναι συµµετρική µε κέντρο  x = µ 

– έχει µέγιστο για x = µ 

– πέφτει γρήγορα και ασυµπτωτικά προς το µηδέν όσο αποµακρυνόµαστε από 

την κορυφή 

– έχει σηµεία καµπής στις θέσεις  x = ±µ 

Η κατανοµή Gauss ονοµάζεται και κανονική κατανοµή (normal distribution) και συχνά 

συµβολίζεται µε Ν(µ, σ
2
).  

Το γινόµενο f(x)·dx εκφράζει την πιθανότητα P µιας µέτρησης να βρίσκεται στο 

διάστηµα (x, x+dx). Συνεπώς, το ολοκλήρωµα της f(x)·dx σε ένα διάστηµα (α, β) που 

αντιστοιχεί στο εµβαδόν κάτω από την καµπύλη της f(x) εκφράζει την πιθανότητα µιας 

µέτρησης να βρίσκεται στο διάστηµα αυτό.  

Αν ολοκληρώσουµε την συνάρτηση f(x) από το µείον άπειρο έως το συν άπειρο 

προκύπτει ότι 

1)( =∫
+∞

∞−
xf  

που σηµαίνει ότι στο διάστηµα (–∞, +∞) βρίσκεται το 100% των µετρήσεων, πράγµα 

που είναι προφανές. Το ολοκλήρωµα αυτό παριστάνει το (κανονικοποιηµένο) εµβαδό 

κάτω από την καµπύλη της κανονικής κατανοµής. 

Από την µορφή της καµπύλης Gauss και µετά από ολοκλήρωση σε διάφορα 

χαρακτηριστικά διαστήµατα γύρω από την κεντρική τιµή µ µπορούµε να συντάξουµε 

τον παρακάτω πίνακα, ο οποίος προκύπτει από τα εµβαδά κάτω από τις αντίστοιχες 

περιοχές της κανονικής κατανοµής: 

Πίνακας ∆.2: Ποσοστό µετρήσεων στις περιοχές  x ± nσ (n = 1, 2, 3) 

∆ιάστηµα (α, β) γύρω από 

την κεντρική τιµή  µ 

Ποσοστό των µετρήσεων που 

βρίσκεται µέσα στο διάστηµα (α, β) 

µ ± σ     (µ – σ, µ + σ) 68.2 % 

µ ± 2σ   (µ – 2σ, µ + 2σ) 95.4 % 

µ ± 3σ   (µ – 3σ, µ + 3σ) 99.7 % 



ΜΕΡΟΣ Α  – ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

– 31 – 

Τα διαστήµατα x ± nσ ονοµάζονται συνήθως και διαστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο 

68%, 95% ή 99%, επειδή εκφράζουν την εµπιστοσύνη την οποία µπορεί να έχει ο 

ερευνητής (ή ο αναγνώστης) στα πειραµατικά αποτελέσµατα. 

Γραφικά ο παραπάνω πίνακας µπορεί να παρασταθεί µε το παρακάτω σχήµα, το οποίο 

απεικονίζει το ποσοστό των µετρήσεων που βρίσκεται στις διάφορες χαρακτηριστικές 

περιοχές της κατανοµής: 

 

Σχήµα ∆.4: Βασικά χαρακτηριστικά της κατανοµής Gauss. 

 Όπως παρατηρούµε από τον πίνακα και το Σχήµα ∆.4, στο διάστηµα (µ – σ, µ + σ), 

δηλαδή περιοχής τιµών µε εύρος δύο τυπικών αποκλίσεων από την πραγµατική τιµή µ, 

βρίσκεται το 68% περίπου των µετρήσεων, ενώ στο διάστηµα µ ± 3σ  βρίσκεται το 

99.7΅% των µετρήσεων, πρακτικά δηλαδή το σύνολό τους. 

Το Σχήµα ∆4 αφορά την αναπαράσταση του συνόλου των µετρήσεων οι οποίες είναι 

δυνατόν να προκύψουν από ένα πείραµα. Στην παράγραφο ∆1 εισάγαµε συνοπτικά την 

έννοια της κατανοµής των µέσων όρων, η οποία σχηµατίζεται αν θεωρήσουµε τους 

µέσους όρους όλων των πιθανών δειγµάτων Ν µετρήσεων τα οποία µπορούν να 

προκύψουν αν επαναλάβουµε το πείραµα άπειρες φορές. Επειδή η σχέση µεταξύ αυτών 

των δύο κατανοµών δεν είναι εύκολα κατανοητή, στα επόµενα θα παραθέσουµε µια 

γραφική σύγκριση των δύο κατανοµών. 

Τι σχήµα αναµένεται να έχει η κατανοµή των µέσων όρων; Αν θυµηθούµε την 

διατύπωση του κεντρικού οριακού θεωρήµατος της Στατιστικής (βλ. σελ. 27), και 

συνειδητοποιήσουµε ότι η κατανοµή των µέσων όρων στην ουσία είναι η κατανοµή 
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αθροισµάτων τιµών διαιρεµένων µε το πλήθος των τιµών, αντιλαµβανόµαστε ότι η 

κατανοµή των µέσων όρων έχει κάθε λόγο να είναι και αυτή κανονική κατανοµή. 

Στο επόµενο Σχήµα ∆5 απεικονίζονται οι δύο κατανοµές στο ίδιο διάγραµµα και στους 

ίδιους άξονες. 

 

Σχήµα ∆.5: Η κατανοµή των µετρήσεων και η κατανοµή των µέσων όρων,. 

Από το Σχήµα 5 µπορούµε να εξάγουµε τα εξής συµπεράσµατα: 

1.  Οι δύο κατανοµές έχουν µαθηµατικά τον ίδιο οριζόντιο άξονα, αλλά η φυσική 

τους σηµασία είναι διαφορετική: στο επάνω διάγραµµα τοποθετούνται οι τιµές 

των µετρήσεων, ενώ στο κάτω οι τιµές των µέσων όρων δειγµάτων µετρήσεων. 
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2.  Η κατανοµή των µέσων όρων είναι στενότερη από την κατανοµή των µέσων 

όρων κατά τον παράγοντα N/1 . 

3. Οι δύο κατανοµές, στην ιδεατή περίπτωση που αφορούν άπειρο πλήθος 

µετρήσεων και άπειρο πλήθος δειγµάτων µεγέθους Ν, έχουν την ίδια θέση 

µεγίστου x = µ. Στο Σχήµα ∆.5 είναι τοποθετηµένες λίγο µετατοπισµένες η µία 

σε σχέση µε την άλλη, για να τονιστεί το γεγονός ότι σε πραγµατικές συνθήκες, 

δηλαδή πεπερασµένο πλήθος µετρήσεων, οι δύο κατανοµές δεν έχουν 

αναγκαστικά την ίδια κορυφή. 

4. Η κατανοµή των µέσων όρων χωρίζεται και αυτή στις ίδιες χαρακτηριστικές 

περιοχές ±σµ, ±2σµ και ±3σµ οι οποίες καθορίζουν τα ίδια ποσοστά µέσων όρων 

που αναµένεται να βρίσκονται στις περιοχές αυτές. 

Μετά από την παραπάνω συνοπτική παράθεση των πορισµάτων της Στατιστικής, 

µπορούµε να συνοψίσουµε τα χρηστικά συµπεράσµατα όσον αφορά την επεξεργασία 

των πειραµατικών µετρήσεων: 

1. Η θεωρία της στατιστικής µας επιτρέπει από µία (µικρή συνήθως) οµάδα Ν 

µετρήσεων τις οποίες διεξάγουµε στο εργαστήριο να συµπεράνουµε προσεγγιστικά 

την µορφή δύο ιδεατών κατανοµών. Η πρώτη είναι η κατανοµή του συνόλου των 

απείρων µετρήσεων από τις οποίες προέρχεται το δείγµα µας, και η δεύτερη είναι η 

κατανοµή των µέσων όρων δειγµάτων µετρήσεων παρόµοιων µε αυτές που 

προέκυψαν στην πράξη. Αντιλαµβανόµαστε ότι ανάλογα µε τις συγκεκριµένες 

πειραµατικές τιµές που διαθέτουµε εξάγονται λίγο διαφορετικά αποτελέσµατα. 

2. Το τελικό αριθµητικό αποτέλεσµα του πειράµατος, εφόσον υπάρχουν ενδείξεις ότι 

οι µετρήσεις προέρχονται από µια κανονική κατανοµή, είναι ο µέσος όρος των 

τιµών. Με δεδοµένο όµως ότι αυτός ο µέσος όρος είναι απλά ένα σηµείο της 

κατανοµής των µέσων όρων (δηλ. αν επαναλάβουµε το πείραµα θα προκύψουν 

διαφορετικές τιµές και διαφορετικός µέσος όρος), πρέπει την γνώση µας αυτή να 

την αποτυπώσουµε στο τελικό αποτέλεσµα του πειράµατος. Ο τυποποιηµένος 

αυτός τρόπος είναι να αναφέρουµε το εύρος αυτής της κατανοµής, δηλαδή την 

τυπική απόκλιση στον µέσο όρο σµ και να διατυπώσουµε το τελικό αποτέλεσµα 

σαν  mxx σπειρ ±=  
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3. Η φυσική σηµασία της διατύπωσης mxx σπειρ ±=  είναι η εξής: Από το δείγµα Ν 

µετρήσεων που πραγµατοποιήσαµε στο εργαστήριο, συµπεραίνω ότι η πραγµατική 

τιµή του µετρούµενου µεγέθους (και εφόσον δεν υπάρχουν συστηµατικά σφάλµατα 

στις µετρήσεις) αναµένεται µε πιθανότητα 68% να βρίσκεται στην περιοχή  

),( mm xx σσ +−  (και µε πιθανότητα 32% να βρίσκεται έξω από αυτήν). 

4. Αν θελήσουµε να αυξήσουµε την βεβαιότητα όσον αφορά την αξιοπιστία στο 

τελικό αποτέλεσµα, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε ένα πιο διευρυµένο διάστηµα 

εµπιστοσύνης. Το επίπεδο 68% για τα εκπαιδευτικά εργαστήρια είναι αρκετό, αλλά 

σε ερευνητικές εφαρµογές θεωρείται ανεπαρκές. 

E. Η ∆ΙΑ∆ΟΣΗ ΤΩΝ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

Το αποτέλεσµα ενός πειράµατος εξαρτάται συνήθως από έναν αριθµό µετρήσεων 

ποσοτήτων, η κάθε µια από τις οποίες υπόκειται σε σφάλµα. Πολλές φορές χρειάζεται 

να συνδυάσουµε τα σφάλµατα αυτά, που υποτίθενται ανεξάρτητα µεταξύ τους, για να 

βρούµε το σφάλµα στο τελικό αποτέλεσµα. 

Τυπικά προβλήµατα που µπορεί να αντιµετωπίσετε στο εργαστήριο είναι τα εξής: 

α) Πόσο είναι το σφάλµα στον προσδιορισµό της συνολικής αντίστασης δύο 

αγωγών συνδεδεµένων εν σειρά ή παράλληλα που έχουν αντιστάσεις 12.2 ± 0.2 

Ω και 35.4 ± 0.5 Ω αντίστοιχα; 

β) Πόσο είναι το σφάλµα στον υπολογισµό του εµβαδού ενός παραλληλογράµµου 

µε διαστάσεις 1.23 ± 0.01 m και 3.45 ± 0.02 m αντίστοιχα; 

(Σηµείωση: Παρατηρήστε ότι στα παραπάνω δύο παραδείγµατα χρησιµοποιείται ο 

όρος “υπολογισµός” ή “προσδιορισµός” και όχι η έννοια “µέτρηση” για την ολική 

αντίσταση ή το εµβαδό, γιατί πρόκειται για έµµεσο προσδιορισµό φυσικών µεγεθών µε 

βάση τις πρωτογενείς πειραµατικές µετρήσεις). 

Με τον όρο “διάδοση” εννοούµε ότι ένα σφάλµα στην µία αντίσταση (ή την µια 

διάσταση του παραλληλογράµµου) θα προκαλέσει αντίστοιχο σφάλµα στον 

προσδιορισµό της ολικής αντίστασης (ή του εµβαδού). 

Ας υποθέσουµε ότι η τελική ποσότητα της οποίας θέλουµε να προσδιορίσουµε την 

αβεβαιότητα είναι Ζ και τα µεγέθη που µετρήσαµε απ’ ευθείας είναι Α, Β, C κλπ. Έστω 

ότι τα σφάλµατα στα Α, Β, C ... είναι ∆Α, ∆Β, ∆C και ∆Ζ είναι το ζητούµενο τελικό 
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σφάλµα στο Ζ. (Με “σφάλµα” εννοούµε εδώ το σm). Οι σχέσεις µεταξύ των 

σφαλµάτων, για διάφορες σχέσεις µεταξύ Ζ και µετρουµένων µεγεθών δίνονται στον 

παρακάτω πίνακα. 

Πίνακας Ε.Ι: Πίνακας συνδυασµού σφαλµάτων. 

Σχέση µεταξύ Ζ και Α, Β, ... Σχέση µεταξύ σφαλµάτων 

(i) Ζ = nA ∆Ζ = n.∆Α 

(ii) Ζ = Α
n
 

Z A
n

Z A

∆ ∆
=  

(iii) Z = A + B + C + ... 

(iv) Ζ = A – Β ± C ± ...  
(∆Ζ)

2
 = (∆Α)

2
 + (∆Β)

2
 + ... 

(v) Ζ = ΑΒ 

(vi) Ζ = Α/Β 

2 2 2

Z A B

Z A B

     ∆ ∆ ∆      = +               
 

(vii) Ζ = e
A
 ∆Ζ = e

Α 
∆Α 

(viii) Ζ = log A ∆Ζ = ∆Α/Α 

Αυτά είναι τα πιο συνηθισµένα παραδείγµατα συνδυασµού σφαλµάτων και 

προκύπτουν εύκολα από τον εξής γενικό κανόνα της ανάλυσης: 

Αν µια µεταβλητή Ζ είναι µια συνάρτηση των Α, Β, C, ... δηλαδή Ζ = Ζ(Α, Β, C, ... ), 

τότε το τελικό σφάλµα στο Ζ θα δίνεται συναρτήσει των µερικών παραγώγων του Ζ ως 

προς τα Α, Β, C… ως εξής: 

( )
2 2

2

...
Z Z

Z A B
A B

   ∂ ∂   ∆ = ⋅∆ + ⋅∆ +     ∂ ∂   
 

Παρατηρώντας τον παραπάνω πίνακα, µπορούµε να διατυπώσουµε τους εξής 

µνηµονικούς κανόνες που αφορούν τις απλούστερες περιπτώσεις: 

� Κατά την πρόσθεση ή την αφαίρεση προστίθενται τα τετράγωνα των απόλυτων 

σφαλµάτων. 

� Κατά τον πολλαπλασιασµό ή την διαίρεση προστίθενται τα τετράγωνα των 

σχετικών σφαλµάτων. 
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Κατά την συγγραφή της εργαστηριακής αναφοράς επιβάλλεται κατά την επερξεργασία 

των τελικών αποτελεσµάτων να συµπεριλαµβάνεται και ο υπολογισµός των 

σφαλµάτων σε αυτά.  

Ζ. ΒΛΕΠΟΝΤΑΣ ΤΑ ΣΦΑΛΜΑΤΑ ΣΤΗ ΣΩΣΤΗ ΤΟΥΣ ∆ΙΑΣΤΑΣΗ 

Όταν κάποιος για πρώτη φορά διδάσκεται για τα σφάλµατα, συνήθως δίνει σε αυτά 

ιδιαίτερη έµφαση, µε τάση να ξοδεύει πάρα πολύ χρόνο γι’ αυτά. Ας πούµε καθαρά ότι 

δεν απαιτείται πάντοτε να βρίσκετε το σφάλµα σε κάθε παρατήρηση που κάνετε σ’ ένα 

πείραµα. Αφού κάνετε µερικές προκαταρκτικές µετρήσεις για να ελέγξετε αν οι 

συσκευές δουλεύουν κανονικά και πάρετε µια χονδρική ένδειξη για την ακρίβεια των 

µετρήσεων, θα πρέπει να πρώτα να καταπιαστείτε µε το πείραµα και να βγάλετε ένα 

αποτέλεσµα, και στη συνέχεια να αξιολογήσετε την ποιότητα και την αξιοπιστία αυτού 

του αποτελέσµατος µε ανάλυση των πιθανών πηγών και συνεισφορών σφάλµατος. 

Στην πρώτη προσπάθεια εκτίµησης της αξιοπιστίας του αποτελέσµατος σας είναι καλό 

να γνωρίζετε τα εξής: 

(1) Ένας υπολογισµός του τελικού σφάλµατος µε ακρίβεια της τάξης του 10% είναι 

(πρακτικά ένα σηµαντικό ψηφίο στο σφάλµα) αρκετός στα πλαίσια του Γενικού 

Εργαστηρίου. Αν οι απαιτήσεις για ακρίβεια στο τελικό αποτέλεσµα είναι 

αυξηµένες, τότε απαιτείται µεγαλύτερο δείγµα µετρήσεων και πιο προσεκτικές 

διαδικασίες µέτρησης. 

(2) Η τιµή του σm, όπως και του µέσου όρου x , αλλάζει από µία οµάδα n 

µετρήσεων σε µια άλλη. Γι’ αυτό η τιµή του σm είναι προσεγγιστική και όσο 

µικρότερο το n τόσο χειρότερη µπορεί να είναι. 

(3) Η φύση των κανόνων συνδυασµού σφαλµάτων είναι τέτοια ώστε πολλά 

σφάλµατα είναι συχνά αµελητέα σε σχέση µε άλλα µεγαλύτερα. Για 

παράδειγµα, παρατηρώντας τον πίνακα για το συνδυασµό σφαλµάτων, κάθε 

σφάλµα µικρότερο από το ένα τρίτο ενός άλλου σφάλµατος µπορεί να 

παραληφθεί στις περιπτώσεις (iii) και (iv) που αφορούν αθροίσµατα και 

διαφορές. Πράγµατι, επειδή ( ) 1.03/1
2

≅ , το µικρότερο απόλυτο σφάλµα 

συνεισφέρει στο τελικό σφάλµα µόνο κατά 10%. Παρόµοια, στις περιπτώσεις 

(v) και (vi) παρατηρούµε ότι ισχύει το ίδιο, αλλά για τα σχετικά σφάλµατα.  
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Συχνά σ’ ένα πείραµα µόνο ένα σφάλµα χρειάζεται να ληφθεί υπόψη γιατί τα άλλα 

είναι συγκριτικά αµελητέα. Το µόνο που χρειάζεται είναι να κάνετε είναι µια εκτίµηση 

που να πείθει ότι τα υπόλοιπα σφάλµατα δεν συνεισφέρουν σηµαντικά. Στις ασκήσεις 

του Γενικού Εργαστηρίου συνήθως δεν χρειάζεται να υπολογίσετε την συνεισφορά 

περισσοτέρων από 2 - 3 σφαλµάτων σε κάθε τελικό αποτέλεσµα. 

Θ.  ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

Από τη µέτρηση της αντίστασης ενός σύρµατος µε τη γέφυρα Wheatstone 

κατασκευάστηκε ο παρακάτω πίνακας: 

ΠΙΝΑΚΑΣ Η.1: Πειραµατικές τιµές αντίστασης αγωγού. 

α/α 
R 

(Ohm) 

Αποκλίσεις d 
(Ohm) 

(−)            (+) 

d2 

(Ohm2) 
α/α 

R 

(Ohm) 

Αποκλίσεις d 
(Ohm) 

(−)            (+) 

d2 

(Ohm2) 

1 56.32 0.02 0.0004 17 56.09 0.21 0.0441 

2 56.21 0.09 0.0081 18 56.30 0.00 0.0000 

3 56.47 0.17 0.0289 19 56.53 0.23 0.0529 

4 56.55 0.25 0.0625 20 56.49 0.19 0.0361 

5 56.35 0.05 0.0025 21 56.36 0.06 0.0036 

6 56.13 0.17 0.0289 22 56.07 0.23 0.0529 

7 56.02 0.28 0.0784 23 56.13 0.17 0.0289 

8 56.19 0.11 0.0121 24 56.33 0.03 0.0009 

9 56.42 0.12 0.0144 25 56.58 0.28 0.0784 

10 56.43 0.13 0.0169 26 56.51 0.21 0.0441 

11 56.63 0.33 0.1089 27 56.10 0.20 0.0400 

12 56.22 0.08 0.0064 28 56.16 0.14 0.0196 

13 56.45 0.15 0.0225 29 56.52 0.22 0.0484 

14 56.17 0.13 0.0169 30 56.47 0.17  0.0289 

15 56.94 0.36 0.1296 31 56.06 0.24 0.0576 

16 56.12 0.18 0.0324 32 56.28 0.02 0.0004 

Άθροισµα : n = 32 1801.60 -2.61     +2.61 1.1055 

Μ.Ο. x  = 56.30 Ω 



ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 

– 38 – 

Κατασκευάζουµε το ιστόγραµµα αποκλίσεων - συχνότητας επανάληψης αποκλίσεων. 

Βλέπουµε ότι ή καµπύλη που προκύπτει είναι κωδωνοειδής, άρα τα σφάλµατα είναι 

τυχαία. 

0 2 4 6–2–4–6
di

N

0

4

2

6

8

 

Σχήµα Θ.1: Έλεγχος του ιστογράµµατος µετρήσεων για κανονικότητα της κατανοµής 

και η αντίστοιχη προσαρµοσµένη καµπύλη Gauss. 

Από τον πίνακα Η.1 προκύπτουν τα εξής µεγέθη: 

232 56.30 1.104 1.10
i

n x d= = = ≅∑  

Από την (9) προκύπτει ότι:  

2

0.03
( 1)

i

m

d

n n
σ = =

−

∑
 

άρα σm = 0.03 Ω. 

Συνεπώς η πειραµατική τιµή της αντίστασης είναι: R = 56.30 ± 0.03 Ω  

Η επί τοις εκατό ακρίβεια του αποτελέσµατος είναι π% = 0.03/56.30.100% = 0.06% 
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Μηχανικό ανάλογο του τυχαίου χαρακτήρα των σφαλµάτων και της κατανοµής 

Gauss (Francis Galton, 1874). 

Η διάταξη που φαίνεται στο επόµενο σχήµα Θ.2, είναι ένας τρόπος να 

αναπαραστήσουµε µηχανικά τον τυχαίο χαρακτήρα των σφαλµάτων και να πάρουµε 

την κατανοµή Gauss των τυχαίων σφαλµάτων. 

         

Σχήµα Θ.2: Μηχανική διάταξη (αριστερά) και γραφική αναπαράσταση (δεξιά) 

της µηχανής του Galton. 

Από το πάνω µέρος της διάταξης αφήνουµε να κυλήσουν µικρά σφαιρίδια, τα οποία 

κατά την πτώση τους συναντούν εµπόδια σε κανονική διάταξη (καρφάκια), πάνω στα 

όποια προσκρούουν διαδοχικά τα σφαιρίδια. Τα σφαιρίδια σε κάθε σύγκρουση έχουν 

ίση πιθανότητα να πάνε δεξιά ή αριστερά και τελικά πέφτουν στα αυλάκια που 

βρίσκονται στο κάτω µέρος. 

Κανονικά τα σφαιρίδια θα έπρεπε κυλώντας ανάµεσα από τα κεντρικά εµπόδια χωρίς 

κρούσεις να πέσουν όλα στο κεντρικό αυλάκι. Τυχαία όµως γεγονότα κατά µήκος της 

διαδροµής τους, τα αναγκάζουν να προσκρούουν σε διάφορα καρφιά, µε αποτέλεσµα 

να ακολουθούν µια τεθλασµένη πορεία και να πέφτουν τελικά σε ένα από τα αυλάκια. 

Αν ο αριθµός των σφαιριδίων που θα αφήσουµε να πέσουν είναι µεγάλος, θα δούµε ότι 

επειδή οι κρούσεις των σφαιριδίων µε τα εµπόδια είναι τυχαίες, η κατανοµή του 

πλήθους των σφαιριδίων σε κάθε αυλάκι είναι κατανοµή Gauss. 
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Το πείραµα αυτό µπορεί να επεκταθεί και να περιλάβει την επίδραση των 

συστηµατικών σφαλµάτων. Έτσι αν σε όλο το σύστηµα δώσουµε µια κλίση προς µια 

µεριά, ή το βάλουµε µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο, θα δούµε µια αλλαγή στην 

κατανοµή που πήραµε προηγούµενα όταν δεν επιδρούσε µια από αυτές τις αιτίες. 

Αφήνεται σαν ερώτηση η µορφή της καµπύλης που θα περιγράφει την κατανοµή των 

σφαιριδίων υπό την επίδραση των συστηµατικών σφαλµάτων που εισάγονται από τις 

παραπάνω αιτίες. 

Ι. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΕΝΝΟΙΑ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 

Κατά την εκτέλεση ενός πειράµατος καταχωρούµε τις µετρήσεις σε οργανωµένους 

πίνακες ώστε να έχουµε µία συστηµατική καταγραφή των πειραµατικών 

αποτελεσµάτων και του φαινοµένου που µελετάµε. Ακόµα εποπτικότερη παράσταση 

του φαινοµένου µπορούµε να επιτύχουµε µε τη γραφική απεικόνιση ή το διάγραµµα 

των ζευγών των τιµών των µεταβλητών πάνω σε διάγραµµα x–y ορθογωνίων 

συντεταγµένων. Αυτό µας δίνει µια πρώτη εικόνα της πορείας του φαινοµένου και της 

αλληλεξάρτησης των µεταβλητών. 

Το διάγραµµα µας δίνει τη δυνατότητα να απεικονίσουµε την αριθµητική τιµή των 

µεγεθών σ' όλη την έκταση των τιµών που µετρήσαµε. Ακόµη µας βοηθά να 

αντιληφθούµε τη γενική µαθηµατική σχέση που συνδέει τις µεταβλητές (π.χ. το αν 

είναι γραµµική ή µη γραµµική) και να εντοπίσουµε ενδεχόµενες πειραµατικές 

µετρήσεις µε σηµαντική απόκλιση από τις υπόλοιπες. 

Για την κατάστρωση του διαγράµµατος ακολουθούµε την παρακάτω διαδικασία: 

Φέρνουµε δύο ευθείες (άξονες) κάθετες µεταξύ τους. Η οριζόντια ευθεία ονοµάζεται 

άξονας των τετµηµένων ή άξονας των Χ και ή κατακόρυφη ευθεία ονοµάζεται άξονας 

των τεταγµένων ή άξονας των Υ. Υποδιαιρούµε τον άξονα των τετµηµένων σε ίσα 

τµήµατα, ώστε κάθε τµήµα να αντιπροσωπεύει ίσο αριθµό µονάδων του µεγέθους που 

θέλουµε να τοποθετήσουµε. Όµοια εργαζόµαστε και πάνω στον άξονα των 

τεταγµένων. Οι υποδιαιρέσεις γίνονται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να µην έχουµε 

συσσώρευση τιµών σ' ένα µικρό τµήµα του χώρου που διαθέτουµε, αλλά οι τιµές να 

εκτείνονται σ' όλη την έκτασή του. Κάτω από κάθε άξονα γράφουµε το σύµβολο του 

φυσικού µεγέθους το οποίο αντιπροσωπεύει και δεξιά από αυτό γράφουµε µέσα σε 

παρένθεση την µονάδα µετρήσεώς του.  
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Το συνηθέστερο είδος διαγράµµατος που χρησιµοποιούµε στο εργαστήριο είναι το 

χιλιοστοµετρικό χαρτί (χαρτί µιλλιµετρέ), το οποίο που έχει χαραγµένα εκατοστά και 

χιλιοστά. Το χαρτί αυτό είναι το καταλληλότερο για την απεικόνιση σχέσεων που είναι 

γραµµικές. Όπως όµως θα δούµε αργότερα, στο εργαστήριο χρησιµοποιούµε και άλλα 

είδη χαρτιών όπως το ηµιλογαριθµικό (semilog) και το λογαριθµικό (log-log)χαρτί. 

Παράδειγµα 

Κατά την κίνηση ενός σώµατος µετράµε την ταχύτητα και τοn χρόνο παρατήρησης και 

βρίσκουµε τις πειραµατικές τιµές του παρακάτω  Πίνακα Ι.1: 

ΠΙΝΑΚΑΣ  Ι.1. Τιµές ταχύτητας – χρόνου ενός κινητού 

Α/Α 
v 

(km/min) 

t 

(min) 

1 1.2 0.1 

2 2.6 0.2 

3 7.2 0.5 

4 10.0 0.8 

5 12.6 1.0 
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Σχήµα Ι.1: Γραφική παράσταση των µετρήσεων του Πίνακα Ι.1 και η καλύτερη ευθεία 

που αντιπροσωπεύει τα πειραµατικά δεδοµένα. 
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Επειδή o χρόνος είναι ανεξάρτητος της ταχύτητας, τον θεωρούµε σαν την ανεξάρτητη 

µεταβλητή και την ταχύτητα σαν την εξαρτηµένη µεταβλητή. 

Έτσι, τοποθετούµε τον χρόνο στον άξονα των Χ και σηµειώνουµε µέσα σε παρένθεση 

τη µονάδα µέτρησής του. Με τον ίδιο τρόπο τοποθετούµε την ταχύτητα και τη µονάδα 

µέτρησής της στον άξονα των Υ. 

Στη συνέχεια χωρίζουµε τους δύο άξονες σε ίσα διαστήµατα τον καθένα (τα 

διαστήµατα στον ένα άξονα είναι διαφορετικά από τα διαστήµατα στον άλλο) και 

τοποθετούµε τα ζεύγη των τιµών πάνω στο διάγραµµα ως σηµεία µε συντεταγµένες 

(t, y). ∆εδοµένου ότι οι άξονες είναι βαθµολογηµένοι, δεν πρέπει να αναγράφονται οι 

συντεταγµένες των πειραµατικών σηµείων στους άξονες. 

Σηµειωτέον ότι οι άξονες δεν είναι απαραίτητο να έχουν πάντα ως αρχή το (0, 0) 

(αρκεί να είναι σωστά βαθµολογηµένοι). 

Σχεδιάζουµε την καλύτερη γραµµή µεταξύ των σηµείων. Σαν “καλύτερη γραµµή” 

χαρακτηρίζουµε την απλούστερη ευθεία γραµµή, που περνά πιο κοντά απ' όλα τα 

σηµεία και όχι την τεθλασµένη που ενώνει τα σηµεία µεταξύ τους. Στο παραπάνω 

παράδειγµα ή καλύτερη γραµµή είναι η ευθεία, διότι γνωρίζουµε ότι στην κινηµατική 

η ταχύτητα είτε θα είναι γραµµική συνάρτηση του χρόνου, είτε παραβολική, 

περίπτωση που δεν υποστηρίζεται από τα συγκεκριµένα µας πειραµατικά δεδοµένα. 

Στην γενικότερη περίπτωση η καλύτερη γραµµή θα είναι µια οµαλή καµπύλη, εφόσον 

βέβαια το φαινόµενο που αναπαριστάται δεν έχει σηµεία καµπής. Εάν το φαινόµενο το 

οποίο µελετάται περιέχει µετατροπές φάσης, π.χ. θερµοκρασία βρασµού ή τήξης ενός 

υλικού, είναι αναµενόµενο η καλύτερη γραµµή να έχει σηµείο καµπής και να 

αποτελείται από δύο τµήµατα που αντιστοιχούν στις δύο διαφορετικές φάσεις. 

Εξισώσεις καµπύλων. 

Μερικές από τις σχέσεις που ενδέχεται να συνδέουν τις µεταβλητές x και y µεταξύ 

τους µπορεί να είναι της µορφής: 

 y = α0 + α1x (Α) 

 y = C x
n
 (Β) 

 y = D e
kx

 (Γ) 

 ή  

 y = D 10
kx
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όπου α0 , α1, C, n, D, k είναι σταθερές και x και y οι µεταβλητές του πειράµατος. 

Η σχέση της µορφής (Α) µας δηλώνει ότι η εξάρτηση των µεταβλητών είναι γραµµική 

και η γραφική της παράσταση σε χιλιοστοµετρικό χαρτί µας δίνει ευθεία γραµµή. 

Οι σχέσεις (Β) και (Γ) είναι εκθετικές συναρτήσεις και αν οι µεταβλητές του 

πειράµατος συνδέονται µε αυτές τις σχέσεις, τότε η γραφική τους παράσταση σε 

χιλιοστοµετρικό χαρτί µας δίνει γενικά καµπύλη γραµµή. Στην περίπτωση (Β), όταν ο 

εκθέτης n = 1, τότε προκύπτει η µορφή (Α) µε  α0 = 0, ενώ αν  n = 0  τότε η  y  είναι 

σταθερή. 

 

Θεωρία Ελαχίστων Τετραγώνων 

Στα επόµενα παρουσιάζεται η λογική µε βάση την οποία προσαρµόζουµε είτε µια 

ευθεία, είτε µια καµπύλη σε πειραµατικά δεδοµένα, µε σκοπό την εύρεση των 

παραµέτρων των καµπυλών αυτών. 

α) Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων 

Στο προηγούµενο παράδειγµα των πειραµατικών µετρήσεων του Πίνακα Ι.1 

σχεδιάσαµε την γραφική παράσταση του Σχήµατος Ι.1 και αναζητήσαµε την καλύτερη 

ευθεία που διέρχεται ανάµεσα από τα πειραµατικά σηµεία µε ποιοτικά κριτήρια. 

Ακολουθεί µια ποσοτική προσέγγιση του προβλήµατος. Στα επόµενα γίνεται η 

παραδοχή ότι η αβεβαιότητα στα  xi  είναι πολύ µικρότερη από αυτή των  yi . 

Για να βρούµε την βέλτιστη ευθεία  y = αx + β  που αντιπροσωπεύει το σύνολο των 

σηµείων (xi, yi) του Σχήµατος Ι.1, χρειαζόµαστε ένα µέτρο της “συλλογικής 

απόστασης” της ζητούµενης ευθείας από τα πειραµατικά σηµεία και αυτό είναι το 

άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεων  δi  των σηµείων από την ευθεία, 

S = Σδi
2
. 

Η αρχή των ελαχίστων τετραγώνων ή αρχή του Legendre εκφράζει την υπόθεση ότι 

η καλύτερη ευθεία είναι αυτή που ελαχιστοποιεί το άθροισµα των τετραγώνων των 

αποκλίσεων από αυτήν. Με άλλα λόγια, η ζητούµενη ευθεία είναι εκείνη για την οποία 

το άθροισµα S των τετραγώνων των αποκλίσεων  S = Σδi
2
 = Σ[yi – (αxi + β)]

2
 γίνεται 

ελάχιστο. 
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Σχήµα Ι.2: Τα πειραµατικά σηµεία, η ζητούµενη βέλτιστη ευθεία  y = αx + β 

και οι κατακόρυφες αποκλίσεις δi των σηµείων αυτών από την ευθεία. 

Η ελαχιστοποίηση της έκφρασης  Σδi
2
 γίνεται µε την ίδια τεχνική µε την οποία 

βρίσκουµε το ελάχιστο µιας συνάρτησης µιας µεταβλητής: θεωρούµε το άθροισµα  S  

σαν συνάρτηση δύο µεταβλητών  α  και  β,  S = S(α, β) και µηδενίζουµε τις πρώτες 

παραγώγους του S ως προς  α  και  β. Η λύση του προκύπτοντος συστήµατος δύο 

εξισώσεων µε δύο αγνώστους (τα α και β) δίνει τις εκφράσεις για τα  α  και  β  των 

παρακάτω τύπων (1). 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

2

i i i i

i i

x y x y
a

x x

Ν⋅ − ⋅
=

Ν⋅ −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
    

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2
2

i i i i i

i i

x y x x y

x x

β
⋅ − ⋅

=
Ν⋅ −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
  (Ι.1) 

 

Από τις εξισώσεις αυτές µοιάζει να προκύπτει το συµπέρασµα ότι από την δεδοµένη 

οµάδα των  Ν  πειραµατικών σηµείων προκύπτει µία µόνο λύση, ένα µοναδικό ζεύγος 

(α, β), δηλαδή µία µοναδική ευθεία. Αυτό όµως δεν σηµαίνει ότι δεν υπάρχει 

αβεβαιότητα στον προσδιορισµό της ευθείας. Αν θυµηθούµε ότι το κάθε 

πειραµατικό σηµείο (xi, yi) αποτελεί ένα σηµείο µιας κατανοµής Gauss πιθανών τιµών 

του  y  για κάθε δεδοµένο  xi (προσέξτε την µικρή καµπύλη Gauss στο Σχήµα Ι.2), 

αντιλαµβανόµαστε ότι η οµάδα των Ν σηµείων  (xi, yi) δεν είναι µοναδική: αν 

επαναλάβουµε το πείραµα, θα προκύψουν µια διαφορετική οµάδα µετρήσεων µε 

α

} β

δ α βi i i= y - ( x + )
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β σ  ± β

α σ  ± α
(x ,y )m m

παραπλήσιες τιµές. Με άλλα λόγια, η ύπαρξη αβεβαιότητας για το κάθε  yi  έχει 

αναγκαστικά σαν αποτέλεσµα την ύπαρξη αβεβαιότητας (µε την µορφή της τυπικής 

απόκλισης) στην τιµή των συντελεστών  α  και  β, η οποία εκφράζεται από τους 

παρακάτω τύπους (Ι.2). 

 

( ) ( )
2

2
y

i i

N
s

x x
α
σ = ⋅

Ν⋅ −∑ ∑
     

( )

( ) ( )

2

2
2

i

y

i i

x
s

x x
β
σ = ⋅

Ν⋅ −

∑

∑ ∑
    (I.2) 

όπου   
( )

2

2

2 2

i

y

y x
s

ι
ι

α βδ
 − +  = =

Ν− Ν−

∑∑

   

(Ι.3) 

Παρατηρούµε ότι για τον υπολογισµό των  σα  και  σβ  χρησιµοποιείται η ενδιάµεση 

ποσότητα  sy  η οποία εκφράζει την µέση απόκλιση ανά πειραµατικό σηµείο. Όσο πιο 

αποµακρυσµένα είναι τα σηµεία από µια νοητή ευθεία, τόσο µεγαλύτερη η 

αβεβαιότητα στα  α  και  β. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα Ι.3: Οι τιµές των συντελεστών της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων y = αx + β 

µαζί µε τις αβεβαιότητες σα και σβ στις τιµές αυτές ορίζουν µια δέσµη 

ευθειών, οι οποίες αναπαριστούν την περιοχή τιµών που θεωρείται ως το 

αποτέλεσµα του πειράµατος. 



ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 

– 46 – 

Η ενδιάµεση ποσότητα sy αποτελεί µέτρο της απόκλισης των σηµείων από την ευθεία 

µε τον ίδιο τρόπο που η τυπική απόκλιση στον µέσο όρο αποτελεί µέτρο της διασποράς 

των µετρήσεων από τον µέσο όρο κατά τις επαναλαµβανόµενες µετρήσεις ενός 

φυσικού µεγέθους. Στην περίπτωση όµως της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων έχουµε 

δύο τυπικές αποκλίσεις, αυτές των  σα  και  σβ . 

Η καλύτερη ευθεία  αx + β  βρίσκεται (µε πιθανότητα 68%) κάπου ανάµεσα σε 2 

οριακές ευθείες που προσδιορίζονται από τα όρια  (α ± σα)  και  (β ± σβ).  Σηµειωτέον 

ότι τα  σα  και  σβ  δεν είναι ανεξάρτητα διότι οι διάφορες ευθείες που 

συµπεραίνονται από την οµάδα των Ν σηµείων αποδεικνύεται ότι αποτελούν δέσµη 

που διέρχεται από το κέντρο βάρους των σηµείων, (xm, ym). 

Για να συνοψίσουµε: 

Όταν διαθέτουµε ένα σύνολο πειραµατικών ζευγών µετρήσεων  (xi, yi) που προέκυψαν 

από την µελέτη της µεταβολής του φυσικού µεγέθους y από το x και τα οποία σε 

γραµµικό διάγραµµα x – y  βρίσκονται κοντά σε ευθεία: 

–  Η αντιπροσωπευτικότερη ευθεία που περιγράφει τα πειραµατικά µας 

αποτελέσµατα είναι η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων.  

–  Οι συντελεστές της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων υπολογίζονται από τις 

σχέσεις (Ι.1). 

– Οι αβεβαιότητες στον προσδιορισµό των συντελεστών της ευθείας 

προσδιορίζονται µε βάση τις σχέσεις (Ι.2) 

– Αντιστοιχίζουµε τις µαθηµατικές παραµέτρους  α  και  β  µε τα φυσικά µεγέθη 

που εµπλέκονται στο φαινόµενο που µελετάµε και από αυτές προσδιορίζουµε τις 

άγνωστες παραµέτρους (π.χ. σε φαινόµενο ελεύθερης πτώσης  υ = g t,  µε 

δεδοµένα ζεύγη τιµών (υ, t) µπορούµε να προσδιορίσουµε την επιτάχυνση της 

βαρύτητας καθώς και την αβεβαιότητα στον προσδιορισµό αυτό). 

– Συνοδεύουµε πάντοτε τα αποτελέσµατα των πειραµάτων που προκύπτουν µε την 

βοήθεια της αρχής ελαχίστων τετραγώνων µε τις αβεβαιότητες στα 

αποτελέσµατα αυτά, µε την µορφή  α ± σα  και  β ± σβ 

–  Αν χρειάζεται, εκφράζουµε επίσης και το επί τοις εκατό σφάλµα,  π%, στους 

συντελεστές της ευθείας. 
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Παράδειγµα: 

Κατά την µέτρηση της τάσης ενός θερµοηλεκτρικού στοιχείου συναρτήσει της 

θερµοκρασίας του προκύπτουν τα παρακάτω ζεύγη τιµών του Πίνακα Ι.2. Να βρεθεί η 

εξίσωση που συνδέει τα δύο µεγέθη. 

ΠΙΝΑΚΑΣ Ι.2: Τιµές θερµοκρασίας – θερµοτάσης θερµοζεύγους. 

X: θ 

(°C) 

Υ: Ε 

(mV) 

Χ: θ 

(°C) 

Υ: Ε 

(mV) 

Χ: θ 

(°C) 

Υ: Ε 

(mV) 

50 4.06 450 4.58 790 5.02 

100 4.10 460 4.62 820 5.08 

130 4.22 490 4.68 850 5.20 

160 4.28 520 4.72 890 5.26 

190 4.30 530 4.76 920 5.28 

230 4.30 570 4.76 950 5.30 

260 4.34 610 4.80   

290 4.36 620 4.86   

300 4.40 630 4.90   

320 4.48 660 4.94   

340 4.50 700 4.90   

360 4.58 730 4.96   

420 4.60 750 5.06   

y = 0.0014x + 4.0142

4.0
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
5.0
5.1
5.2
5.3
5.4
5.5

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

θ (°C)

E
 (

m
V

)

 

Σχήµα Ι.4: Γραφική παράσταση των δεδοµένων του Πίνακα Ι.2 και 

η αντίστοιχη ευθεία ελαχίστων τετραγώνων. 
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Τοποθετώντας τα ζεύγη των τιµών του Πίνακα Ι.2. σε χιλιοστοµετρικό χαρτί, 

προκύπτει η γραφική παράσταση του Σχήµατος Ι.4: 

∆ιαπιστώνουµε ότι παίρνουµε ευθεία γραµµή, εποµένως η σχέση είναι γραµµική. 

Για τον υπολογισµό των συντελεστών της ευθείας, στην περίπτωση που δεν διαθέτουµε 

ηλεκτρονικό υπολογιστή, µπορούµε να καταστρώσουµε έναν πίνακα για τον 

υπολογισµό των βοηθητικών ποσοτήτων που εµπλέκονται κατά τους υπολογισµούς µε 

βάση τους τύπους της θεωρίας ελαχίστων τετραγώνων.  

ΠΙΝΑΚΑΣ Ι.2. Βοηθητικός πίνακας για τους υπολογισµούς ελαχίστων τετραγώνων. 

Χ: θ (C
0
) Υ:Ε (mV) Χ

2 
  x 10

4
 ΧΥ  x 10

2
 

50 

100 

130 

160 

190 

230 

260 

290 

300 

320 

340 

360 

420 

450 

460 

490 

520 

530 

570 

610 

620 

630 

660 

700 

730 

750 

790 

820 

4.06 

4.10 

4.22 

4.28 

4.30 

4.30 

4.34 

4.36 

4.40 

4.48 

4.50 

4.58 

4.58 

4.60 

4.62 

4.68 

4.72 

4.76 

4.76 

4.80 

4.86 

4.90 

4.94 

4.90 

4.96 

5.06 

5.02 

5.08 

0.25 

1.00 

1.69 

2.56 

3.61 

5.29 

6.76 

8.41 

9.00 

10.2 

11.6 

13.0 

17.6 

20.2 

21.2 

24.0 

27.1 

28.1 

32.5 

37.2 

38.4 

39.7 

43.6 

49.0 

53.3 

56.2 

62.4 

67.2 

2.0 

4.1 

5.5 

6.8 

8.2 

9.9 

11.3 

12.6 

13.2 

14.3 

15.3 

16.5 

19.3 

20.6 

21.2 

22.9 

24.5 

25.2 

27.1 

29.3 

30.1 

30.9 

32.6 

34.3 

36.2 

37.9 

39.7 

41.7 
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Χ: θ (C
0
) Υ:Ε (mV) Χ

2 
  x 10

4
 ΧΥ  x 10

2
 

850 

890 

920 

5.20 

5.26 

5.28 

72.2 

79.2 

84.6 

44.2 

46.8 

48.6 

16090
i
X =∑  150,20

i
Y =∑  2 41017.3 10

i
X = ×∑  

2783,2 10
i i
XY = ×∑  

 

( )

2 9 9

2 8 8
2

1.5279 10 1.2602 10
4.017

3.2553 10 2.5889 10

i i i i i

i i

Y X X XY
mV

N X X

α
⋅ − ⋅ × − ×

= = =
× − ×⋅ −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

 

( )

6 6
1

2 8 8
2

2.506 10 2.4167 10
13.36

3.2553 10 2.5889 10

i i i i

i i

N XY X Y
mV

N X X

β
−

⋅ − ⋅ × − ×
= = = Θ

× − ×⋅ −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

Η εξίσωση που συνδέει τα δύο µεγέθη είναι: 

Ε (mV) = 4.017 + 13.36 x 10
–4

 Θ (°C )  

ή µε το σωστό πλήθος δεκαδικών ψηφίων,  

Ε (mV) = 4.02 + 13.4 x 10
–4

 Θ (°C ) 

β) Εφαρµογή στις καµπύλες γραµµές 

Αν η σχέση µεταξύ των µεταβλητών x  και  y  είναι της γενικής µορφής  

 y = C x
n
 (Ι.4) 

όπου n θετικός ή αρνητικός αριθµός εκτός από το µηδέν και τη µονάδα και C σταθερά 

ποσότητα, τότε αν τοποθετήσουµε επάνω σε χιλιοµετρικό χαρτί τις πειραµατικές τιµές 

παίρνουµε καµπύλη γραµµή. 

Αυτή ή καµπύλη γραµµή ανάγεται σε ευθεία ως εξής: 

Λογαριθµίζουµε την (Ι.4). 

log y = log C + n log x (Ι.5) 

Εκτελούµε στην (15) τις παρακάτω αντικαταστάσεις: 

log y = Υ log C = α0 n = α1      log x = Χ 
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και τελικά παίρνουµε   Υ = α0 + α1 Χ. 

Άρα, αν αντί των τιµών x και y χρησιµοποιήσουµε τους λογαρίθµους τους, τότε η 

καµπύλη των νέων µεταβλητών Y = log y συναρτήσει του X = log x σε 

χιλιοστοµετρικό χαρτί ανάγεται σε ευθεία µε α1 = n και α0 = log C. 

Για να αποφύγουµε να βρούµε τους λογαρίθµους για κάθε ζευγάρι τιµών 

χρησιµοποιούµε το λογαριθµικό χαρτί. Αυτό έχει τους άξονές του διηρηµένους µε 

τέτοιο τρόπο, ώστε κάθε υποδιαίρεση να είναι ανάλογη του λογαρίθµου της 

ακολουθίας των ακεραίων αριθµών. Η αρχή του λογαριθµικού χαρτιού είναι x = 10
n
 

και y = 10
m

 (n, m ακέραιοι θετικοί ή αρνητικοί αριθµοί). Οι κλίµακες των 

συντεταγµένων είναι διηρηµένες σε όµοιες περιοχές που ονοµάζονται περιοχές των 

λογαριθµικών αξόνων και καλύπτουν τούς αριθµούς 10
n
 – 10

n+1
 , 10

n+1
 – 10

n+2
 , 10

n+2
 

– 10
n+3

 κοκ. Η εκλογή των τιµών των περιοχών των αξόνων γίνεται σύµφωνα µε τις 

ανάγκες των πειραµατικών τιµών τις οποίες θέλουµε να τοποθετήσουµε. Αν στο 

πρώτο τµήµα του άξονα αντιστοιχούν τιµές από 0.1 – 1, το επόµενο είναι 1 – 10, το 

µεθεπόµενο 10 – 100 κοκ. 

Στο παρακάτω σχήµα παρατίθεται ένα παράδειγµα διαγράµµατος σε log-log χαρτί, 

µαζί µε την γραφική παράσταση διαφόρων συναρτήσεων. Παρατηρήστε ότι η 

συνάρτηση y = x
n
 µετασχηµατίζεται στους άξονες αυτούς σε ευθεία. Ο άξονας των x 

περιλαµβάνει 1.5 περιόδους, ενώ ο άξονας των y έχει 5 περιόδους.  

 

Στο εµπόριο υπάρχουν λογαριθµικά χαρτιά µε διάφορους συνδυασµούς περιόδων, στην 

περίπτωση όµως που δεν βρείτε ένα χαρτί να σας εξυπηρετεί, υπάρχουν διαθέσιµες 

εικόνες τέτοιων χαρτιών στο διαδίκτυο, τις οποίες µπορείτε να εκτυπώσετε και να 
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χρησιµοποιήσετε. Τα προγράµµατα επεξεργασίας φύλλων δεδοµένων και τα 

µαθηµατικά πακέτα εφαρµογών γενικότερα έχουν µεγάλη ευελιξία στην κατασκευή 

γραφικών παραστάσεων. 

Αν ή σχέση µεταξύ των µεταβλητών είναι της γενικής µορφής 

y = D e
kx

 (Ι.6α) 

ή 

y = D 10
kx

 (Ι.6β) 

όπου  D  και  k  σταθερές και e = 2.718 (η βάση των νεπερίων λογαρίθµων), τότε αν 

τοποθετήσουµε πάνω σε χιλιοστοµετρικό χαρτί τις πειραµατικές τιµές παίρνουµε 

καµπύλη γραµµή. Αυτή ή καµπύλη ανάγεται σε ευθεία ως εξής: Λογαριθµίζουµε την 

(I.6α) 

  
log log

2.303

k
y D x= +  (Ι.7α) 

ή λογαριθµίζουµε την (I.6β) 

 ln y = ln D + k x (Ι.7β) 

Εκτελούµε στην (I.7α) τις παρακάτω αντικαταστάσεις: 

log y = Υ log D = α0 12.303

k
α=  x = Χ 

και στην (Ι.7β) 

log y = Υ log D = α0 k = α1 x = Χ  

και παίρνουµε 

Υ = α0 + α1 Χ 

Άρα, αν αντί της τιµής  y  χρησιµοποιήσουµε το λογάριθµό της, τότε η καµπύλη 

Υ = log y συναρτήσει του x σε χιλιοστοµετρικό χαρτί ανάγεται σε ευθεία µε  

1 2.303

k
α =  ή α1 = k  για την (16β) και  α0 = log D. 

Εναλλακτικά, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για τη γραφική παράσταση των 

εξισώσεων Ι.6α και Ι.6β ώστε να έχουµε ευθεία γραµµή ένα χαρτί που έχει άξονα 
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τεταγµένων λογαριθµικό και άξονα τετµηµένων χιλιοστοµετρικό. Το χαρτί αυτό 

λέγεται ηµιλογαριθµικό. Στο παρακάτω σχήµα παρατίθεται ένα παράδειγµα 

διαγράµµατος σε ηµιλογαριθµικό χαρτί, µαζί µε την γραφική παράσταση διαφόρων 

συναρτήσεων. Παρατηρήστε ότι η συνάρτηση y = x (µεσαία καµπύλη) 

µετασχηµατίζεται στους άξονες αυτούς σε καµπύλη, ενώ η συνάρτηση  

y = 10
x
  (επάνω καµπύλη) µετασχηµατίζεται σε ευθεία. 

Φυσικά και σε αυτό το χαρτί πρέπει να γίνει κατάλληλη εκλογή των περιοχών στους 

άξονες ώστε να περιλαµβάνονται όλες οι πειραµατικές τιµές (δηλ. οι περιοχές είναι 

10
n
 – 10

n+1
, 10

n+1
 –10

n+2
 κοκ.). 

 

 

Για να σχεδιάσουµε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων σε ένα τέτοιο διάγραµµα, 

αρκεί να θεωρήσουµε δύο τυχαία σηµεία x1 και x2, και να υπολογίσουµε από την 

ευθεία ελαχίστων τετραγώνων τα αντίστοιχα Υ1 και Υ2. Επειδή όµως έχουµε κάνει 

τον µετασχηµατισµό Y = log y, θα πρέπει y1 = 10
Υ1 και y2 = 10

Υ2. Αν έχουµε κάνει 
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σωστά τους υπολογισµούς, στο ηµιλογαριθµικό διάγραµµα τα σηµεία (x1, y1) και 

(x2, y2) θα ορίζουν µια ευθεία που διέρχεται ανάµεσα από τα πειραµατικά σηµεία 

Μπορούµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων και στις 

περιπτώσεις αυτές, πρέπει να έχουµε όµως τις παραπάνω αντικαταστάσεις στο 

µυαλό µας. 

Στα επόµενα παρουσιάζονται µερικά παραδείγµατα επεξεργασίας δεδοµένων από 

περιπτώσεις παρόµοιες µε αυτές που θα συναντήσετε στις ασκήσεις του Γενικού 

Εργαστηρίου. 

Παράδειγµα 1. 

Κατά τη µελέτη της κίνησης ενός σώµατος πήραµε τα ζεύγη τιµών του Πίνακα Ι.3: 

ΠΙΝΑΚΑΣ Ι.3: Τιµές θέσης – χρόνου κατά την κίνηση κινητού 

 x = t y = s  x = t y = s  x = t y = s 

n (sec) (cm) n (sec) (cm) n (sec) (cm) 

1 1.2 31.3 13 6.0 126.0 25 24.0 389.1 

2 1.3 32.0 14 7.0 144.5 26 30.0 444.6 

3 1.5 40.9 15 8.0 153.0 27 34.0 494.4 

4 1.7 41.6 16 9.0 171.7 28 36.0 516.4 

5 2.0 49.8 17 10.0 194.2 29 40.0 568.9 

6 2.1 59.6 18 11.0 212.1 30 42.0 591.2 

7 2.5 68.2 19 12.0 223.4 31 48.0 677.6 

8 2.8 70.3 20 13.0 244.6 32 58.0 768.4 

9 3.2 74.6 21 14.0 263.1 33 65.0 818.9 

10 3.8 93.3 22 16.0 301.3 34 70.0 838.8 

11 4.4 105.4 23 18.0 324.5    

12 5.2 107.2 24 20.0 350.3    

Να βρεθεί ή εξίσωση της κίνησης. 
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Ευθεία γραµµή προκύπτει σε διάγραµµα log x – log y όπως φαίνεται στο Σχήµα Ι.5β, 

άρα ή σχέση µεταξύ των µεταβλητών είναι της γενικής µορφής  y = C x
n
. 
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Σχήµα Ι.5α: ∆ιάγραµµα των τιµών του Πίνακα Ι.3 σε γραµµικούς άξονες. 

Παρατηρήστε ότι το διάγραµµα είναι µη γραµµικό. 
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 Σχήµα Ι.5β: ∆ιάγραµµα των τιµών του Πίνακα Ι.3  σε λογαριθµικό (log-log) χαρτί. 

Παρατηρείστε ότι η γραφική παράσταση είναι γραµµική. 

Λογαριθµίζοντας την γενική σχέση  y = C x
n
  παίρνουµε log y = n log x + log C 

Εκτελούµε τους µετασχηµατισµούς  x � log x  και  y � log y προκύπτει η γραµµική 

σχέση Y = αX + β  όπου α = n  και β = log C. 
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Χρησιµοποιούµε τους τύπους των ελαχίστων τετραγώνων για τους συντελεστές της 

ευθείας (οι ενδιάµεσοι υπολογισµοί παραλείπονται, υποθέτοντας ότι µπορείτε να τους 

εκτελέσετε εύκολα µε τη βοήθεια Η/Υ) και βρίσκουµε ότι: 

α = 0.807660 ± 0.007834  και   β = 1.470474 ± 0.008752 

Επειδή  β = log C  βρίσκουµε ότι  C = 10
1.470474

 = 29.54432 

Και επειδή n = a βρίσκουµε ότι  n = 0.807660 

Συνεπώς, η εξίσωση που συνδέει τα δύο µεγέθη (χωρίς να συµπεριληφθούν στην 

επεξεργασία οι αβεβαιότητες των συντελεστών της ευθείας) είναι: 

s = 29.54432 t
 0.807660

 

ή µε πιο ρεαλιστικό (αλλά αυθαίρετο) πλήθος δεκαδικών ψηφίων 

s = 29.544 t
 0.8077

 

Αν θέλουµε να διατυπώσουµε µε πληρότητα το πειραµατικό αποτέλεσµα, αλλά και µε 

αιτιολογηµένο πλήθος σηµαντικών ψηφίων, πρέπει να λάβουµε υπόψη και τις 

αβεβαιότητες στους συντελεστές της ευθείας. Επίσης πρέπει να έχουµε µελετήσει 

προηγουµένως το επόµενο κεφάλαιο “Κ. Σηµαντικά και κατ’ εκτίµηση ψηφία”. 

Όσον αφορά την αβεβαιότητα στον εκθέτη n, επειδή n ± σn = a ± σα , βρίσκουµε ότι  n 

= 0.807660 ± 0.007834. Επειδή το πρώτο σηµαντικό ψηφίο του σα  (το 7) βρίσκεται 

στο τρίτο του δεκαδικό ψηφίο, κρατάµε τρία µόνο δεκαδικά ψηφία και για το n και για 

το σn και γράφουµε το τελικό αποτέλεσµα σαν n = 0.808 ± 0.008. Παρατηρούµε ότι 

στο προηγούµενο αριθµητικό αποτέλεσµα για το n (κάνοντας χονδρική εκτίµηση των 

σηµαντικών ψηφίων) είχαµε αυθαίρετα κρατήσει τέσσερα δεκαδικά ψηφία. 

Όσον αφορά την αβεβαιότητα στην παράµετρο C, ο υπολογισµός είναι λίγο πιο 

πολύπλοκος και απαιτεί διάδοση σφαλµάτων. Από την παράγραφο Ε και τον Πίνακα 

Ε.1, γενική περίπτωση (viii), βλέπουµε ότι όταν είναι Ζ = log A, τότε η αβεβαιότητα 

στο Ζ ισούται µε ∆Ζ = ∆Α/A. Στο παράδειγµά µας είναι  β = log C  και συνεπώς  

σβ = σC/C. Από την σχέση αυτή συµπεραίνουµε ότι το ζητούµενο  σC  θα ισούται µε 

σβ ·C  δηλαδή  σC = σβ·C = 0.008752 · 29.54432 = 0.2585719. Συνολικά, για τον 

συντελεστή C έχουµε C = 29.54432 ± 0.2585719 και προφανώς όλα τα ψηφία του 

αποτελέσµατος δεν είναι σηµαντικά. Επειδή πρέπει σύµφωνα µε τον γενικό κανόνα να 
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κρατήσουµε ένα µόνο σηµαντικό ψηφίο για το σC , συµπεραίνουµε ότι πρέπει να 

διατηρήσουµε στο αποτέλεσµα ένα µόνο δεκαδικό ψηφίο. Συνεπώς, το τελικό 

αποτέλεσµα για το C πρέπει να γραφεί σαν  C = 29.5 ± 0.3. Παρατηρούµε ότι και πάλι 

στον αρχικό υπολογισµό είχαµε κρατήσει αυθαίρετα δύο επιπλέον δεκαδικά ψηφία 

στην τιµή του C, τα οποία δεν δικαιολογούνται. 

Το τελικό αποτέλεσµα διαµορφώνεται σαν  s = (29.5 ± 0.3) t
(0.808 ± 0.008)

  ή σε 

απλοποιηµένη µορφή χωρίς αβεβαιότητες, αλλά µε σωστό και αιτιολογηµένο πλήθος 

δεκαδικών ψηφίων, s = 29.5 t
0.808

 

Οι παραπάνω υπολογισµοί µπορεί να φαίνονται κουραστικοί, όµως αποτελούν τον 

µοναδικό τρόπο για να γραφεί το αποτέλεσµα µε πληρότητα και επιστηµονική 

αυστηρότητα. 

Στα επόµενα παραδείγµατα δεν θα επαναλάβουµε την αυστηρή ανάλυση των 

αβεβαιοτήτων που έγινε παραπάνω, αλλά θα επισηµαίνουµε ότι στο τελικό αποτέλεσµα 

το πλήθος των σηµαντικών ψηφίων είναι αυθαίρετο. 

Παράδειγµα 2. 

Κατά τη µελέτη της κίνησης ενός σώµατος βρίσκουµε τις παρακάτω τιµές. 

ΠΙΝΑΚΑΣ Ι.4: Τιµές ταχύτητας – χρόνου κατά την κίνηση κινητού 

x = t 

(sec) 

y = v 

(cm/sec) 

x = t 

(sec) 

y = v 

(cm/sec) 

x = t 

(sec) 

y = v 

(cm/sec) 

0.3 3.6 3.0 13.6 5.5 48.0 

0.5 4.2 3.2 14.5 5.7 50.0 

0.7 4.4 3.5 18.0 6.0 58.0 

1.0 5.0 3.7 18.2 6.2 64.0 

1.4 6.4 3.9 21.0 6.5 72.0 

1.5 6.5 4.0 22.1 6.7 80.0 

1.8 8.5 4.2 25.0 6.9 90.0 

2.0 8.1 4.5 27.5 7.0 96.0 

2.2 9.0 4.6 30.0   

2.5 10.4 4.8 32.1   

2.7 12.1 5.0 36.6   

2.9 13.0 5.2 39.2   
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Να βρεθεί η σχέση που συνδέει την ταχύτητα µε το χρόνο. 

Ευθεία γραµµή προκύπτει σε διάγραµµα x – log y όπως φαίνεται στο διάγραµµα (2β), 

άρα η σχέση που συνδέει τις µεταβλητές είναι της γενικής µορφής  y = De
kx

 

Για τους συντελεστές της ευθείας χρησιµοποιούµε τους τύπους των ελαχίστων 

τετραγώνων (παραλείπουµε τους ενδιάµεσους υπολογισµούς, υποθέτοντας ότι 

µπορούµε να τους εκτελέσουµε εύκολα µε τη βοήθεια Η/Υ): 

( )

2 4 4

2 4 4
2

2.3507 10 2.158 10
0.490

1.824 10 1.430 10

i i i i i

i i

Y X X XY

N X X

α
⋅ − ⋅ × − ×

= = =
× − ×⋅ −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

Επειδή α = log C  βρίσκουµε ότι  C = 24.22 

( )

3 3

2 4 4
2
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0.213
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Σχήµα Ι.6α: ∆ιάγραµµα των τιµών του Πίνακα Ι.4 σε γραµµικούς άξονες. 

Παρατηρήστε ότι το διάγραµµα είναι µη γραµµικό. 

Συνεπώς, η εξίσωση που συνδέει τα δύο µεγέθη είναι: 

v = 3.089212 ×10
 0.213 t

. 

ή µε ρεαλιστικότερο (αλλά αυθαίρετο) πλήθος δεκαδικών ψηφίων 

v = 3.089212 ×10
 0.213 t

. 
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Σχήµα Ι.6β: ∆ιάγραµµα των τιµών του Πίνακα Ι.4  σε ηµιλογαριθµικό (semilog) χαρτί. 

Παρατηρείστε ότι η γραφική παράσταση είναι γραµµική. 

Επειδή  
2.303

k
β =   από την οποία προκύπτει  k = β

 
·  2.302 = 0.490,   

η σχέση που συνδέει τα  v  και  t  είναι:   v = 3.089212·e
0.490 t 

ή µε ρεαλιστικότερο (αλλά αυθαίρετο) πλήθος δεκαδικών ψηφίων    v = 3.09·e
0.49 t

.
 

K.  ΣΗΜΑΝΤΙΚΑ ΚΑΙ ΚΑΤ’ ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΨΗΦΙΑ 

Η µέτρηση ενός φυσικού µεγέθους µε οποιοδήποτε όργανο µας δίνει µια αριθµητική 

τιµή (δηλ. µια σειρά ψηφίων) την οποία διαβάζουµε είτε πάνω στην κλίµακα ενός 

αναλογικού οργάνου, είτε απευθείας από ένα ψηφιακό όργανο. 

Τα αναλογικά όργανα (π.χ. θερµόµετρο υδραργύρου, χάρακας, αναλογικό χρονόµετρο, 

ηλεκτρικά όργανα µε δείκτη) διαθέτουν µια κλίµακα µε χαραγές που χρησιµεύουν για 

να διαβάζουµε τα ψηφία της µέτρησης. Αυτό σηµαίνει πως για οποιαδήποτε 

παρατήρηση µε το ίδιο όργανο υπάρχει η ίδια κοινή βεβαιότητα ότι ο δείκτης έχει 

περάσει ή όχι µια συγκεκριµένη γραµµή της κλίµακας ή βρίσκεται πάνω σ’ αυτήν, 

οπότε στην περίπτωση αυτή όλες οι µετρήσεις που προέρχονται από το ίδιο όργανο 

πρέπει να έχουν το ίδιο πλήθος δεκαδικών ψηφίων. 

Αν ο δείκτης του οργάνου σταµατήσει σε ενδιάµεση θέση, δηλ. µεταξύ δύο χαραγών 

της κλίµακας, τότε το διάστηµα µεταξύ της προηγούµενης χαραγής και του δείκτη το 

υπολογίζουµε κατ’ εκτίµηση και το προσθέτουµε στην τιµή που αντιπροσωπεύει η 

αµέσως προηγούµενη χαραγή. Κατά κανόνα, θεωρούµε πως µπορούµε να εκτιµήσουµε 

ή 
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µε ικανοποιητικό βαθµό το µισό της µικρότερης υποδιαίρεσης µιας κλίµακας, όταν οι 

χαραγές απέχουν µεταξύ τους διάστηµα της τάξης του 1 mm. Είναι δυνατό να 

εκτιµήσουµε και µικρότερο τµήµα, αλλά επειδή αυτό εξαρτάται από τα γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά της κλίµακας και της βελόνας, αφήνεται να ρυθµιστεί κατά 

περίπτωση. Έτσι προκύπτει πάντα (µετά από δική µας συµφωνία) ένα ψηφίο, το όποιο 

αντιπροσωπεύει και τη µικρότερη ποσότητα που µπορεί να διαβάσει κανείς σε 

συγκεκριµένη κλίµακα. 

α) Ο λόγος αυτής προς την µεγαλύτερη τιµή την όποια µπορεί να διαβάσει κανείς 

(στην ίδια κλίµακα πάντα) εκφρασµένος επί τοις εκατό (%) λέγεται (σχετική) 

ακρίβεια ανάγνωσης της κλίµακας του οργάνου π.χ.  1 Volt στα 100, είναι καθαρός 

αριθµός και χαρακτηρίζει µόνο την κλίµακά του. 

β) Η φυσική ποσότητα στην οποία αντιστοιχεί η µικρότερη υποδιαίρεση της κλίµακας 

λέγεται ακρίβεια του οργάνου και εκφράζεται στις ίδιες µονάδες της φυσικής 

ποσότητας ανά υποδιαίρεση π.χ. σε περιοχή 0 – 1 Volt είναι 0.01 Volt/υποδ. 

γ) Τέλος, η τάξη µεγέθους του φυσικού µεγέθους που αντιστοιχεί στη µικρότερη 

ένδειξη της κλίµακας του οργάνου χαρακτηρίζει την ευαισθησία του οργάνου. Είναι 

δε φανερό πως αυτή θα αντιστοιχεί σε κάποια δύναµη του 10, θετική ή αρνητική. 

Η τάξη µεγέθους (δηλ. η σειρά του ψηφίου στον αριθµό της µετρούµενης ποσότητας) 

της µικρότερης αυτής ποσότητας καθορίζει και σε ποιό ψηφίο υπάρχει αβεβαιότητα 

στην ανάγνωση της µέτρησης που παίρνουµε.  

Αυτό ακριβώς το ψηφίο το καλούµε κατ’ εκτίµηση, σε αντιδιαστολή µε όσα βρίσκονται 

αριστερά του, τα όποια καλούµε σηµαντικά, µια και είµαστε βέβαιοι για την τάξη 

µεγέθους τους. Έτσι, όταν παραθέσουµε έναν οποιοδήποτε αριθµό που 

αντιπροσωπεύει µέτρηση ενός φυσικού µεγέθους, το τελευταίο ψηφίο θεωρείται πάντα 

κατ’ εκτίµηση, είναι δε απαραίτητο να συνοδεύεται και µε την ακρίβεια του οργάνου 

µε το οποίο µετρήθηκε, ώστε να παρέχεται πλήρης και σαφής πληροφορία για τα όρια 

αξιοπιστίας του µέτρου του. 

Στα ψηφιακά όργανα µέτρησης τα πράγµατα είναι πιο απλά. Λόγω κατασκευής, η αξία 

του τελευταίου ψηφίου της ένδειξης αποτελεί συγχρόνως και την ευαισθησία του 

οργάνου, οπότε οι µετρήσεις µε το όργανο αυτό θα έχουν αβεβαιότητα τουλάχιστον 

ίση µε το ½ της αξίας του τελευταίου ψηφίου. 
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Για παράδειγµα, αν ένα ψηφιακό θερµόµετρο αναφέρει την θερµοκρασία 

περιβάλλοντος σαν 23.0 °C, εµείς πρέπει να σηµειώσουµε θ = 23.00 ± 0.05 °C. Ακόµα 

και αν το όργανο δίνει ακέραιες µόνο µετρήσεις, π.χ. V = 12 Volt, εµείς είµαστε 

υποχρεωµένοι να αναφέρουµε ότι V = 12.0 ± 0.5 Volt. Με άλλα λόγια, οι πειραµατικές 

τιµές 12, 12.0, 12.00 και 12.000 δεν θεωρούνται ίσες µεταξύ τους στην πειραµατική 

φυσική. Με το ίδιο σκεπτικό, οι µετρήσεις από αναλογικό όργανο πρέπει να έχουν 

πάντοτε το ίδιο πλήθος δεκαδικών ψηφίων, ανεξάρτητα από το αν ο δείκτης του 

οργάνου συµπίπτει µε τις υποδιαιρέσεις της κλίµακας ή όχι. 

Ας θεωρήσουµε τώρα την απλούστερη περίπτωση της µέτρησης ενός µήκους µε 

συνηθισµένο χάρακα βαθµονοµηµένο σε mm, ο οποίος θεωρούµε ότι έχει τυπικό 

σφάλµα ανάγνωσης (αβεβαιότητα) ίσο µε το ½ της ελάχιστης υποδιαίρεσης της 

κλίµακας, δηλαδή 0.05 cm. Το ορθό και µε πληρότητα διατυπωµένο αποτέλεσµα 

µέτρησης του πλάτους µιας σελίδας χαρτιού φωτοτυπίας µεγέθους Α4 (21.0 x 29.7 cm) 

είναι δεν είναι ούτε L = 21 cm, όπως θα ισχυριζόταν ένας αρχάριος πειραµατιστής 

(διότι το αποτέλεσµα δεν συνοδεύεται από αβεβαιότητα στην µέτρηση), ούτε  L = 21 ± 

0.05 cm (ασυνεπής χρήση δεκαδικών ψηφίων), αλλά L = 21.00 ± 0.05 cm. Στην  

τελευταία αυτή έκφραση η ένδειξη του χάρακα αναφέρεται µε το ίδιο πλήθος 

δεκαδικών ψηφίων όπως και η αβεβαιότητα. Ένα αποτέλεσµα της µορφής  L = 21 cm 

υπονοεί ότι η αµέσως µεγαλύτερη µέτρηση που µπορεί να δώσει ο συγκεκριµένος 

χάρακας είναι Lʹ = 22 cm, υποβαθµίζοντας την πολύ λεπτοµερέστερη (σε mm) 

διαβάθµιση του οργάνου.  

Για τον καθορισµό του πλήθους των σηµαντικών (και δεκαδικών) ψηφίων που έχουν 

νόηµα κατά την αναγραφή πειραµατικών αποτελεσµάτων, οι επόµενοι δύο κανόνες 

έχουν γενική ισχύ: 

– Οι µετρήσεις που προέρχονται από το ίδιο όργανο µέτρησης (είτε αναλογικό, 

είτε ψηφιακό) ή την ίδια πειραµατική διάταξη πρέπει να έχουν όλες το ίδιο 

πλήθος δεκαδικών ψηφίων. 

– Στην τελική έκφραση ενός πειραµατικού αποτελέσµατος, η αριθµητική τιµή ± 

το τυπικό σφάλµα, ανεξάρτητα αν πρόκειται για µεµονωµένη µέτρηση, σειρά 

επαναλαµβανόµενων µετρήσεων, ή αποτελέσµατα που προκύπτουν από την 

εφαρµογή της θεωρίας ελαχίστων τετραγώνων, πρέπει να έχουν το ίδιο πλήθος 

δεκαδικών ψηφίων. 



ΜΕΡΟΣ Α  – ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

– 61 – 

Στην πράξη, η απόφαση σχετικά µε το πόσα δεκαδικά ψηφία έχουν φυσικό νόηµα 

(είναι σηµαντικά) στην αναφορά ενός αποτελέσµατος, εξαρτάται αποκλειστικά από την 

τιµή της αβεβαιότητας, της διακριτικής ικανότητας ή του τυπικού σφάλµατος στον 

µέσο όρο.  

Παράδειγµα 1: Από την επεξεργασία 13 επαναλαµβανόµενων µετρήσεων ενός φυσικού 

µεγέθους προέκυψαν τα εξής αριθµητικά αποτελέσµατα από τον υπολογιστή: 

Μέσος όρος  = 10.28363076 (10 ψηφία) και τυπ. απόκλιση Μ.Ο.=    0.0471954765 (10 

ψηφία) 

Με πόσα ψηφία πρέπει να γράψουµε το αποτέλεσµα; 

Απάντηση: Την τυπική απόκλιση δεν είναι δυνατόν να την γνωρίζουµε µε 10 

σηµαντικά ψηφία, δηλαδή ακρίβεια 1:10
10

. Στην στατιστική αποδεικνύεται ότι από 

λιγότερες από 30 µετρήσεις, δηλαδή στο περιβάλλον ενός διδακτικού εργαστηρίου, 

είναι δυνατόν να έχουµε µόνο περίπου 10% αξιοπιστία στον προσδιορισµό του 

σφάλµατος (ή της τυπικής απόκλισης), δηλαδή 10% = (10 στα 100) = (1 στα 10) = 1 

σηµαντικό ψηφίο.  

Συνεπώς, στο αριθµητικό µας παράδειγµα, πρέπει να διατηρήσουµε στην τυπική 

απόκλιση ένα µόνο σηµαντικό ψηφίο (αρχίζοντας από αριστερά συναντάµε το 4) και 

αν χρειάζεται το στρογγυλεύουµε (στην περίπτωσή µας στρογγυλεύουµε προς το 5). 

Συνεπώς για την τυπ. απόκλιση γράφουµε σm = 0.05. Επειδή τώρα το 5 βρίσκεται στο 

δεύτερο δεκαδικό ψηφίο, πρέπει να διατηρήσουµε µόνο 2 δεκαδικά ψηφία από τον 

µέσο όρο. Συνολικά πρέπει να γράψουµε το αποτέλεσµα σαν x = 10.28 ± 0.05.  

Εξαίρεση στον γενικό αυτό κανόνα αποτελεί η περίπτωση το πρώτο σηµαντικό ψηφίο 

του σφάλµατος να είναι η µονάδα (1). Στην περίπτωση αυτή διατηρούµε ένα επιπλέον 

ψηφίο, δηλαδή συνολικά δύο σηµαντικά ψηφία. Αν διατηρούσαµε µόνο ένα σηµαντικό 

ψηφίο, η αµέσως επόµενη τιµή από το 1 είναι το 2, που θα αντιστοιχούσε σε 100% 

αύξηση στην αβεβαιότητα, πράγµα που δεν αντιπροσωπεύει την πραγµατικότητα. 

Παράδειγµα 2:  345.238675 ± 2.245786 � 345 ± 2  (δεν δικαιολογούνται καθόλου 

δεκαδικά ψηφία!) 

Παράδειγµα 3:  0.0455 ± 0.0138   � 0.045 ± 0.014  (2 σηµαντικά ψηφία λόγω της 

εξαίρεσης). 
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Η ορθή, πλήρης και συνεπής αναφορά του πλήθους των ψηφίων στα τελικά 

πειραµατικά αποτελέσµατα αποτελεί µια από τις βασικές δεξιότητες του πειραµατικού 

επιστήµονα. Στα πλαίσια του µαθήµατος του Γενικού Εργαστηρίου Φυσικής ελπίζεται 

ότι θα σας δοθούν τα πρώτα ερεθίσµατα προς την σωστή κατεύθυνση. 

Λ.  Η ΣΥΝΤΑΞΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΑΝΑΦΟΡΑΣ 

Μετά την ολοκλήρωση ενός πειράµατος, ο πειραµατιστής δηµοσιεύει τα αποτελέσµατα 

της δουλειάς του σε επιστηµονικά περιοδικά µετά από διαδικασία κρίσης. Ελέγχεται 

κατά πόσο η εργασία είναι πρωτότυπη (δεν αντιγράφει άλλους), αν αναγνωρίζει το τι 

είναι ήδη γνωστό (το παρελθόν), αν διατυπώνει µε σαφήνεια την υπόθεση προς 

επαλήθευση ή το πρόβληµα προς επίλυση (το παρόν), αν πείθει για την ποιότητα της 

πειραµατικής διαδικασίας και των αποτελεσµάτων της, αν εξάγει τεκµηριωµένα 

συµπεράσµατα και αν περιέχει προεκτάσεις/προτάσεις χρήσιµες για το µέλλον. Η 

εργασία γίνεται δεκτή αν είναι επιστηµονικά άρτια (“τι επιδίωκε; τι βρήκε; πού 

βασίζεται; τι επιχειρήµατα έχει;”) και αξιόλογη (“βρήκε κάτι χρήσιµο ή σηµαντικό;”). 

Η ανάλογη διαδικασία στα πλαίσια των φοιτητικών εργαστηρίων είναι η σύνταξη της 

εργαστηριακής αναφοράς. Η διόρθωσή της από τον διδάσκοντα αποσκοπεί στο να σας 

βοηθήσει προς την σωστή κατεύθυνση. Στο Γενικό Εργαστήριο θα κάνετε απλά τα 

πρώτα βήµατα – χρειάζεται εµπειρία αρκετών εξαµήνων πειραµατικής εργασίας ώστε 

να χειρίζεστε µε άνεση τον γραπτό επιστηµονικό λόγο. Ακολουθούν µερικές 

διευκρινίσεις και υποθέσεις που πρέπει να έχετε κατά νου, οι οποίες παρατίθενται από 

το γενικό προς το ειδικό. Επισηµαίνονται πρώτα οι γενικότερες αρχές (η φιλοσοφία και 

η ουσία της εργασίας) , οι οποίες στη συνέχεια εξειδικεύονται στο περιεχόµενο και τις 

τυπικές και τεχνικές απαιτήσεις της εργασίας. 

Λ.1  Η ‘φιλοσοφία’ της εργαστηριακής αναφοράς. 

Το εργαστήριο προωθεί τον διάλογο και την συνεργασία, αλλά η µάθηση είναι 

ατοµική υπόθεση: Παρόλο που τα πειραµατικά δεδοµένα είναι κοινά για την διµελή 

οµάδα, και για την παραγωγή τους συνεργαστήκατε και συζητήσατε µε τους 

συναδέλφους σας, η συγγραφή της εργασίας είναι ατοµική υπόθεση και αποσκοπεί 

στην εξάσκησή σας στον γραπτό επιστηµονικό λόγο, συµπεριλαµβανοµένων και των 

δεξιοτήτων γραφικής και στατιστικής επεξεργασίας των δεδοµένων. 
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Το εργαστήριο δεν αποτελεί βαρετή επιβεβαίωση των νόµων της Φυσικής. 

Παρόλο που τα πειράµατα του συγκεκριµένου εργαστηρίου πραγµατοποιούνται στα 

πλαίσια ενός διδακτικού (και όχι ερευνητικού) εργαστηρίου και έχουν όχι 

ανακαλυπτικό αλλά επιβεβαιωτικό χαρακτήρα, είναι ο µόνος τρόπος µε βάση ένα 

πειραµατικό σενάριο να αναπτύξετε την δεξιότητα περιγραφής ενός πειράµατος µε 

βάση την πάγια (ερευνητική) επιστηµονική πρακτική του κύκλου: περιγράφω το τί 

είναι ήδη γνωστό, φαντάζοµαι και προβλέπω τι περιµένω να παρατηρήσω σε µια νέα 

πειραµατική κατάσταση, πειραµατίζοµαι, επεξεργάζοµαι, συµπεραίνω (επιβεβαιώνω ή 

απορρίπτω τις υποθέσεις µου), προτείνω βελτιώσεις και µελλοντικά πειράµατα. Ο 

σκοπός του εργαστηρίου δεν είναι να βρείτε το σωστό (και λίγο-πολύ γνωστό εκ των 

προτέρων) αποτέλεσµα, αλλά να εξοικειωθείτε µε τις διαδικασίες και την 

επιχειρηµατολογία της πειραµατικής φυσικής. 

Αξιοπιστία: ∆εν θα πείσει κανέναν αν αναφέρετε ένα πειραµατικό αποτέλεσµα µε 5 

σηµαντικά ψηφία. Η αξιοπιστία του πειράµατός σας απέναντι σε τρίτους εξαρτάται 

κύρια από το αν πείθετε τον αναγνώστη ότι έχετε εντοπίσει τα προβληµατικά σηµεία 

της διάταξης ή της µεθόδου που εισάγουν αβεβαιότητα στην διαδικασία µέτρησης 

(τροποποιητικές-παρεµβαλλόµενες εισόδους). Επιδιώξτε να βρείτε έναν τρόπο να 

παραθέσετε µία ποσοτική εκτίµηση του κατά πόσον αυτά επηρεάζουν το αποτέλεσµα 

της µέτρησης και πιθανούς τρόπους/τεχνικές για να αποφευχθούν. 

Ένα πείραµα δεν τελειώνει ποτέ: Στο τέλος της εργασίας σας είναι καλό να 

αναλογίζεστε την όλη την διαδικασία του πειράµατος και να ‘προεκτείνετε’ την 

πραγµατικότητα σκεπτόµενοι µε όρους ‘τι θα γινόταν αν...’, ‘πώς θα επηρεαζόταν το 

πείραµα αν...’. Η εργασία που προτείνει ουσιαστικές και αιτιολογηµένες βελτιώσεις 

στην πειραµατική διάταξη ή την µεθοδολογία της άσκησης είναι και αυτή που θα 

ξεχωρίσει από τις υπόλοιπες. 

Γενική οδηγία: Μην περιορίζεστε σε αυτά µόνο που σας ζητούνται. Προσπαθήστε να 

αυτοσχεδιάσετε και να εκφράσετε την προσωπική σας άποψη στην εργασία επιπλέον 

της τυπικής και καθιερωµένης. Οι πρόσθετες αυτές λεπτοµέρειες και η πετυχηµένη 

ένταξη στην εργασία της προσωπικής σας άποψης σας αποµακρύνουν από τον µέσο 

όρο των τυπικών εργασιών που περιέχουν τα ελάχιστα δυνατά από όσα ζητούνται. 

Λ2.  Η ουσία της εργαστηριακής αναφοράς. 

Κατά την συγγραφή της εργασίας το σκεπτικό σας πρέπει να είναι: Ο αναγνώστης 
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της εργασίας γνωρίζει Φυσική, αλλά θέλει να µάθει: 

Τις υποθέσεις σας: Σε ποια θεωρία στηριχτήκατε και ποιες παραδοχές ή προσεγγίσεις 

έγιναν για την εφαρµογή της στις συγκεκριµένες πειραµατικές συνθήκες. 

Τα γεγονότα: Τί κάνατε στο Εργαστήριο. Πώς το κάνατε (µε ποια όργανα και ποιες 

διατάξεις). Τι είδους µετρήσεις πήρατε και µε ποιο σκοπό. 

Την στρατηγική: Γιατί κάνατε όσα κάνατε (ποια ήταν η στρατηγική σας και ποιος ο 

πειραµατικός σχεδιασµός για να επιτευχθούν οι στόχοι εκτέλεσης του πειράµατος). 

Την επεξεργασία: Τί υπολογίσατε και πώς (ποια ήταν η θεωρία ανάλυσης των 

δεδοµένων) 

Τα αποτελέσµατα: Σε ποια αποτελέσµατα οδηγηθήκατε (τι καινούριο βρήκατε, αν και 

κατά πόσο συµφωνεί το πείραµα µε τη θεωρία κλπ.) 

Τα συµπεράσµατα: Ποια είναι τα γενικά συµπεράσµατα που εξάγετε και που 

στηρίζονται αυτά. Ποια προβλήµατα συναντήσατε στο πείραµα (όργανα, συνθήκες). 

Πόσο αξιόπιστα είναι τα συµπεράσµατα (κατά πόσο µπορούν να σταθούν χρήσιµα σε 

έναν τρίτο). 

Το µέλλον: Τί χρειάζεται να επανασχεδιαστεί σε µια επόµενη προσπάθεια, ώστε να 

λυθούν προβλήµατα και να βελτιωθούν τα αποτελέσµατα. 

Θυµηθείτε: Το πείραµα φαινοµενικά έχει µεν ‘αντικειµενικά’ αποτελέσµατα (τις 

µετρήσεις), αλλά αυτές προέκυψαν από δικές σας επιλογές και υπό συγκεκριµένες 

συνθήκες, ενώ τα συµπεράσµατα είναι δικά σας (υποκειµενικά) και δεν συµφωνούν 

αναγκαστικά µε αυτά του αναγνώστη. Συνεπώς πρέπει να τον πείσετε για όσα 

υποστηρίζετε, τεκµηριώνοντας και επιχειρηµατολογώντας. 

Λ.3. ∆οµή και περιεχόµενο της εργασίας. 

Η δοµή µιας επιστηµονικής εργασίας είναι λίγο-πολύ καθιερωµένη στις φυσικές 

επιστήµες και περιλαµβάνει τα εξής ‘κεφάλαια’: 

Περίληψη. Αποτελεί έναν σύντοµο πρόλογο της εργασίας, που περιλαµβάνει τον 

σκοπό του πειράµατος, τις µεθόδους µέτρησης που χρησιµοποιήθηκαν, επιλεγµένα 

αποτελέσµατα (συνήθως το τελικό αποτέλεσµα) και επιλεγµένα συµπεράσµατα. Στα 

πλαίσια του εργαστηρίου τυπικά είναι 15–20 γραµµές. 
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Σύντοµη θεωρητική εισαγωγή. Χωρίς να επαναλαµβάνετε το εργαστηριακό βιβλίο, 

χρειάζεται να παραθέσετε τα στοιχεία θεωρίας και πειραµατικής µεθοδολογίας που 

χρειάζονται ώστε ο αναγνώστης να καταλάβει ποιο είναι το θεωρητικό πλαίσιο και οι 

παραδοχές ή πρακτικοί περιορισµοί µε βάση τα οποία προσεγγίζεται το συγκεκριµένο 

φαινόµενο µέσα στο εργαστήριο. 

Περιγραφή των πειραµάτων που κάνατε και σύντοµη απαρίθµηση και αν είναι 

απαραίτητο, περιγραφή των σηµαντικών χαρακτηριστικών οργάνων και διατάξεων 

που χρησιµοποιήσατε. Η χρήση κατάλληλων και συνοπτικών σχηµάτων βοηθάει 

σηµαντικά την κατανόηση από τον αναγνώστη. Η περιγραφή αυτή στην ουσία 

αποτελεί περίληψη των αντίστοιχων παραγράφων του εργαστηριακού οδηγού, χωρίς 

όµως όλες τις λεπτοµέρειες και επεξηγήσεις. Έχει µοναδικό σκοπό να αντιληφθεί ο 

αναγνώστης τι είχατε στη διάθεσή σας και πώς το αξιοποιήσατε. 

Πειραµατική εργασίας. Σύντοµη περιγραφή της πειραµατικής εργασίας Οπωσδήποτε 

περιλαµβάνει πίνακες µετρήσεων των πρωτογενών δεδοµένων. Αν η επεξεργασία των 

δεδοµένων είναι σύντοµη και δεν διακόπτει την ροή, µπορείτε να την κάνετε στη φάση 

αυτή µε πίνακες αποτελεσµάτων. ∆ιαγράµµατα. 

Επιµέρους και συνολικά αποτελέσµατα. Αυτά είναι καλό να παρατίθενται σε 

Πίνακες και σε καλά οργανωµένους υπολογισµούς. 

Συµπεράσµατα. Πρέπει να αναφέρετε τα τελικά σας συµπεράσµατα και να 

παραθέσετε τα επιχειρήµατά σας σχετικά µε την ακρίβεια και την πιστότητα των 

αποτελεσµάτων. Να συζητήσετε αν επιτεύχθηκε συµφωνία θεωρίας - πειράµατος. Να 

περιγράψετε τις πιθανές πηγές σφαλµάτων και την επίδραση τους (συστηµατική ή 

τυχαία) στο τελικό αποτέλεσµα. Να περιγράψετε την επίδραση των αρχικών συνθηκών 

(παραµέτρων) και ενδεχόµενων µεταβολών τους στα πειραµατικά αποτελέσµατα. 

Ελεύθερα σχόλια. Τα µέχρι στιγµής εξασφαλίζουν ότι η εργασία είναι απλά µια 

πλήρης, σαφής και κατανοητή από τον αναγνώστη εργασία. Αυτά αποτελούν την 

ελάχιστες προϋποθέσεις ώστε η εργασία να γίνει αποδεκτή από τον διδάσκοντα. Η 

προσωπική όµως γνώµη σας ως πειραµατιστή και η αντικειµενική και ολοκληρωµένη 

αξιολόγηση της προσπάθειας σας ολοκληρώνουν την εικόνα µιας καλής εργασίας. 

Βιβλιογραφία. Στην περίπτωση που χρησιµοποιήσατε και άλλες πηγές εκτός από το 

εργαστηριακό βιβλίο, π.χ. επιστηµονικά άρθρα, βιβλία θεωρίας ή άλλες πηγές (άρθρα, 
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φωτογραφίες ή σχήµατα) από το διαδίκτυο, πρέπει οπωσδήποτε να τις αναφέρετε στο 

τέλος της εργασίας. 

Λ.4. Οι τυπικές προδιαγραφές της εργασίας. 

Την ακριβή µορφή µε την οποία ο διδάσκων σας επιθυµεί να παρουσιάζετε τις 

εργαστηριακές σας αναφορές θα σας το περιγράψει ο ίδιος στα πρώτα εργαστήρια. 

Οι συνήθεις τυπικές προδιαγραφές µιας εργασίας είναι οι εξής: 

Είτε η εργασία είναι χειρόγραφη, είτε είναι γραµµένη σε Η/Υ, πρέπει να υπάρχει ένα 

εξώφυλλο που να περιλαµβάνει το ονοµατεπώνυµό σας, το εργαστηριακό τµήµα και 

την ηµεροµηνία διεξαγωγής της άσκησης. 

Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε κόλλες αναφοράς γραµµένες από τη µία πλευρά ή 

σελίδες Α4 τυπωµένες σε σχετικά αραιό διάστιχο (π.χ. 18 στιγµών για γραµµατοσειρά 

12 στιγµών). 

Σκεφτείτε από πριν και οργανώστε όχι µόνο το “τι έχω να γράψω”, αλλά και το “τι δεν 

χρειάζεται να επαναλάβω από το βιβλίο”, µε βάση τις προηγούµενες γενικές οδηγίες. 

Η εργασία πρέπει να είναι δοµηµένη σε σαφείς και διακριτές παραγράφους (όχι σαν 

ένα ενιαίο κείµενο χωρίς δοµή). 

Τα πρωτογενή ή επεξεργασµένα δεδοµένα πρέπει να παρουσιάζονται σε πίνακες, µε 

λατινική αρίθµηση (Ι, ΙΙ, ΙΙΙ κλπ.) και συµπεριλαµβάνουν τίτλο (λεζάντα) που 

τοποθετείται πάνω από αυτούς. Οι λεζάντες πρέπει να έχουν µια σύντοµη ποιοτική 

περιγραφή του περιεχοµένου τους, και να µην είναι απλώς µια γραµµή του τύπου 

“Πίνακας 2”. Για συγκεκριµένα παραδείγµατα, παρατηρείστε τον τρόπο µε τον οποίο 

παρατίθενται οι Πίνακες στα παραδείγµατα των προηγουµένων Κεφαλαίων. 

Τα σχήµατα, διαγράµµατα και οι γραφικές παραστάσεις πρέπει να είναι µεγάλα και 

καθαρά (τουλάχιστον το 70-80%) του πλάτους της σελίδας και να έχουν περιγραφικές 

λεζάντες µε αραβική αρίθµηση (1, 2, 3) που τοποθετούνται κάτω από τα σχήµατα. Και 

πάλι, παρατηρείστε τα σχήµατα στα προηγούµενα Κεφάλαια (αλλά και σε όλο τον 

εργαστηριακό οδηγό). Η λεζάντα των διαγραµµάτων πολλές φορές µπορεί να περιέχει 

επεξηγηµατικό κείµενο που βοηθάει τον αναγνώστη να αναγνωρίσει συγκεκριµένα 

τµήµατα της γραφικής παράστασης. 

Τα τελικά σας αποτελέσµατα είναι καλό να ξεχωρίζουν σε πλαίσιο. 
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Όλοι οι πίνακες, οι γραφικές παραστάσεις, τα αριθµητικά ενδιάµεσα και τελικά  

αποτελέσµατα πρέπει να συνοδεύονται από τις αντίστοιχες µονάδες µέτρησης. Αυτές 

καλό είναι να είναι συµβατές µε διεθνές σύστηµα µονάδων SI.  

Τέλος οι προτάσεις που χρησιµοποιείτε πρέπει να είναι µικρές και περιεκτικές, ενώ τα 

ρήµατα που χρησιµοποιείτε να είναι σε χρόνο αόριστο σε όλη την έκταση της 

εργασίας. 

Συµπερασµατικά: 

Η συγγραφή της εργαστηριακής αναφοράς είναι προσωπική υπόθεση και αποσκοπεί 

αποκλειστικά στην δική σας καλλιέργεια. Οι σχετικές δεξιότητες και τεχνικές απαιτούν 

χρόνο και κόπο για να τελειοποιηθούν, πράγµα που δεν γίνεται µε µόνο ένα εξάµηνο 

εργαστηριακής ενασχόλησης µε το µάθηµα του Γενικού Εργαστηρίου. Είναι όµως 

απαραίτητες και θα σας σταθούν χρήσιµες για όλα τα υπόλοιπα εργαστηριακά 

µαθήµατα του προπτυχιακού (αλλά και του µεταπτυχιακού) προγράµµατος σπουδών. 

Κατά τη διάρκεια του εργαστηρίου οι διδάσκοντες του µαθήµατος θα διορθώνουν κάθε 

σας εργασία σύµφωνα µε τις δικές τους απαιτήσεις και θα σας δίνουν συνεχώς 

ανάδραση προκειµένου να βελτιώσετε τις γνώσεις και τις επιδόσεις σας. 
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ΑΣΚΗΣΗ ΒΟΛΩΝ ΕΠΙ ΣΤΟΧΟΥ ΣΕ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ ∆ΙΚΤΥΟΥ Η/Υ 

 

Α. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

1.  Σκοποί της δραστηριότητας 

 

Σκοποί της εργαστηριακής αυτής επίδειξης είναι: 

- να εισαχθεί η έννοια της κατανοµής µετρήσεων µέσα από ένα πείραµα 

- να εποπτικοποιηθούν οι στατιστικές έννοιες του δείγµατος µετρήσεων, της 

τυπικής απόκλισης δείγµατος, του µέσου όρου και της τυπικής απόκλισης στον 

µέσο όρο. 

- να εισαχθεί η φυσική έννοια της ποιότητας µετρήσεων 

- να εποπτικοποιηθούν οι έννοιες των συστηµατικών και τυχαίων σφαλµάτων 

 

 

2. Η πειραµατική διάταξη 

 

Η πειραµατική διάταξη αποτελείται από έναν 

φωτοευαίσθητο στόχο, ένα όπλο λέιζερ και έναν 

Η/Υ συνδεδεµένο µε τον στόχο. 

Ο στόχος αποτελείται από 225 φωτοευαίσθητους 

αισθητήρες, οργανωµένους σε 15 γραµµές και 15 

στήλες (βλ. διπλανό σχήµα). Όταν η δέσµη λέιζερ 

από το όπλο χτυπήσει έναν αισθητήρα, τότε ο Η/Υ 

καταγράφει µία µέτρηση ως συντεταγµένες (x, y) 

και απεικονίζει στην οθόνη του το σηµείο στο 

οποίο επιτεύχθηκε η βολή. 

 

Το πρόγραµµα του Η/Υ έχει την δυνατότητα να ανιχνεύει, να αποθηκεύει, να 

επεξεργάζεται στατιστικά τις µετρήσεις και να παρουσιάζει τα αποτελέσµατα. 

0 +7-7
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Για τους σκοπούς της άσκησης ο στόχος είναι χωρισµένος σε 15 κατακόρυφες 

ισοπαχείς ταινίες. Η κεντρική ταινία αποτελεί το κέντρο του στόχου και αντιστοιχεί σε 

µέτρηση ίση µε το µηδέν (x = 0), ενώ οι πλευρικές ταινίες αντιστοιχούν σε µετρήσεις 

από x = –7  έως µετρήσεις  x = +7. 

Με την διάταξη του Στόχου προσοµοιώνεται η πειραµατική διαδικασία όσον αφορά 

την λήψη επαναλαµβανόµενων µετρήσεων, σύµφωνα µε τις εξής αναλογίες. 

• Μία τυχαία βολή-µέτρηση είναι ένας αριθµός στο διάστηµα (-7, +7). Η διαδικασία 

της σκόπευσης έχει σαν σκοπό τον προσδιορισµό της πραγµατικής τιµής  x = 0, η 

οποία αντιστοιχεί και στο πραγµατικό σηµείο σκόπευσης του σκοπευτή. 

• Μια πραγµατοποιούµενη βολή-µέτρηση είναι πιθανόν να απέχει από την 

πραγµατική τιµή και να οδηγεί σε απόκλιση των βολών από την πραγµατική τιµή, 

δηλ. σε σφάλµα µέτρησης. 

• Το σφάλµα µέτρησης είναι δυνατόν να οφείλεται σε µία ή περισσότερες πηγές 

σφαλµάτων, όπως η δεξιότητα του πειραµατιζόµενου (σκοπευτή), το όπλο ή οι 

πειραµατικές συνθήκες κατά την εκτέλεση των βολών. 

• Η σκοπευτική ικανότητα ενός σκοπευτή αντιστοιχεί σε ένα µέτρο της ποιότητας 

των βολών. Ένα πεπερασµένο σύνολο βολών (π.χ. Ν=30) αντιπροσωπεύει ένα 

δείγµα από τον δειγµατικό χώρο των απείρων βολών τις οποίες εν δυνάµει ο 

σκοπευτής είναι σε θέση να πραγµατοποιήσει. 

• Ο προσδιορισµός της σκοπευτικής ικανότητας πρέπει να λαµβάνει υπόψη του το 

σύνολο των βολών που µπορεί να πραγµατοποιήσει ο σκοπευτής (και όχι µόνο το 

δείγµα Ν βολών που είναι γνωστό) και πρέπει να περιλαµβάνει τον υπολογισµό 

ενός µέτρου θέσης των βολών και ενός µέτρου της διασποράς των βολών. 

• Σκοπός της στατιστικής επεξεργασίας των µετρήσεων είναι να συνάγει µε 

επαγωγικό τρόπο την σκοπευτική ικανότητα του σκοπευτή (που αντιστοιχεί σε Ν 

� άπειρες βολές) από τις συγκεκριµένες Ν βολές τις οποίες πραγµατοποίησε. 

• Τα στάδια της στατιστικής επεξεργασίας είναι α) να µοντελοποιήσει τις Ν βολές 

σαν ένα υποσύνολο του συνολικού δειγµατοχώρου των απείρων βολών β) να 

προσδιορίσει ένα µέτρο θέσης και ένα µέτρο διασποράς για τις Ν βολές και γ) από 

τα χαρακτηριστικά του δείγµατος να συµπεράνει την σκοπευτική ικανότητα του 

σκοπευτή και το διάστηµα εµπιστοσύνης του προσδιορισµού αυτού. 
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• Η στατιστική επεξεργασία των µετρήσεων θα αναδείξει το εάν η σκοπευτική 

ικανότητα περιλαµβάνει τυχαίο ή συστηµατικό σφάλµα, αν δηλαδή ο σκοπευτής 

έχει τάση συστηµατικής απόκλισης προς τα αριστερά ή δεξιά. 

3. Πειραµατική διαδικασία 

Στην άσκηση, κάθε φοιτητής εκάστου τµήµατος θα εκτελέσει 3-5 βολές σύµφωνα µε 

τις οδηγίες του διδάσκοντα, ώστε να συµπληρωθούν 30–50 βολές. Παράλληλα, 

σύµφωνα µε τις οδηγίες του ∆ιδάσκοντα, µπορεί να συµπληρωθεί ένα φύλλο εργασίας 

πριν και ένα µετά την συµπλήρωση των βολών από όλο το τµήµα. Στο τέλος της 

δραστηριότητας, αν υπάρχει χρόνος, µπορεί να συµπληρωθεί ένα µικρό 

ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης για το σύνολο της ύλης του πρώτου θεωρητικού 

εργαστηρίου. 

 

Β.  ΦΥΛΛΑ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Β1.  Πριν από την διεξαγωγή των βολών 

1.  Κάλυψη του στόχου και κατανοµή των βολών 

Τα βασικά χαρακτηριστικά που διαφοροποιούν τους σκοπευτές µεταξύ τους είναι η 

ευθυβολία και η σταθερότητα. Με ευθυβολία εννοούµε την ικανότητα του σκοπευτή να 

εκτελεί βολές οι οποίες να πετυχαίνουν τον στόχο τον οποίο αυτός σκοπεύει µε το 

όπλο του, δηλαδή την ικανότητα να “πετυχαίνει τον στόχο του”. Παράγοντες που 

επηρεάζουν την ευθυβολία είναι η εξάσκηση του σκοπευτή, η γνώση των 

χαρακτηριστικών και του χειρισµού του όπλου, η ικανότητα του να διορθώνει τυχόν 

αποκλίσεις στο στόχαστρο, η γνώση των παραγόντων που προκαλούν απόκλιση από 

τον στόχο (π.χ. απόσταση, άνεµος) κλπ. Με σταθερότητα εννοούµε την ικανότητα του 

σκοπευτή να µπορεί να εκτελεί διαδοχικές βολές οι οποίες βρίσκονται κοντά η µία 

στην άλλη. Παράγοντες που επηρεάζουν την σταθερότητα είναι ο βαθµός κόπωσης του 

σκοπευτή, το βάρος του όπλου, η ψυχολογική του κατάσταση, ο βαθµός 

αυτοσυγκέντρωσης κλπ. 

Η ευθυβολία είναι ένα µέτρο της θέσης των βολών, ενώ η σταθερότητα είναι µέτρο της 

διασποράς των βολών µεταξύ τους. 
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���� Στο καθένα από τα επόµενα διαγράµµατα σας ζητείται να προβλέψετε και να 

σχεδιάσετε µε δύο διαφορετικούς τρόπους την εικόνα που αναµένετε να 

παρουσιάζουν περίπου Ν=30 βολές για τέσσερις αντιπροσωπευτικές περιπτώσεις 

σκοπευτών και όπλων. Στο αριστερό µέρος σας ζητείται να σχεδιάσετε την 

κάλυψη του στόχου, δηλαδή να γραµµοσκιάσετε τα τετραγωνάκια τα οποία 

προβλέπετε ότι θα ‘χτυπηθούν’ από τις βολές για κάθε περίπτωση σκοπευτή.  

 Στο δεξί µέρος σας ζητείται να σχεδιάσετε την αντίστοιχη κατανοµή των βολών, 

δηλαδή την γραφική παράσταση του πλήθους των βολών συναρτήσει της 

απόστασης των βολών από το κέντρο του στόχου. Για το διάγραµµα αυτό αρκεί 

να φανταστείτε τις προβολές των βολών στον άξονα των  x  και να εκτιµήσετε το 

πλήθος των βολών για κάθε απόσταση από το κέντρο του στόχου. Με τον τρόπο 

αυτό κατασκευάζετε το ιστόγραµµα των βολών. 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 1: Κάλυψη του στόχου και κατανοµή των βολών 

 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ Α: Να αναπαραστήσετε ~30 βολές πεπειραµένου σκοπευτή µε µεγάλη σταθερότητα και 

ευθυβολία στις βολές του. 

Κάλυψη του στόχου 

0 +7-7  

Κατανοµή των βολών 

0 +7-7 x

N
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ Β: Να αναπαραστήσετε ~30 βολές σκοπευτή µε εξαιρετική σταθερότητα αλλά µια µικρή 

τάση να ρίχνει τις βολές αριστερότερα από το κέντρο. 

Κάλυψη του στόχου 

0 +7-7  

Κατανοµή των βολών 

0 +7-7 x

N

 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ Γ: Να αναπαραστήσετε ~30 βολές σκοπευτή µε µικρή σταθερότητα και µια τάση να ρίχνει 

τις βολές πολύ δεξιότερα από το κέντρο. 

Κάλυψη του στόχου 

0 +7-7  

Κατανοµή των βολών 

0 +7-7 x

N

 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ∆: Να αναπαραστήσετε ~30 βολές αρχάριου σκοπευτή. 

Κάλυψη του στόχου 

0 +7-7  

Κατανοµή των βολών 

0 +7-7 x

N
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2.  Ποιοτική περιγραφή των χαρακτηριστικών των βολών 

���� Περιγράψτε τα επιθυµητά χαρακτηριστικά του καλού σκοπευτή σε σχέση µε αυτά 

ενός αρχάριου και πώς αυτά αντικατοπτρίζονται στα διαγράµµατα κάλυψης και 

κατανοµής των βολών. Συζητήστε τα χαρακτηριστικά αυτά µε τον διδάσκοντα. 

Β2.  Μετά από την διεξαγωγή των βολών 

1.  Ποσοτική περιγραφή των χαρακτηριστικών των βολών 

���� Με βάση τα προηγούµενα διαγράµµατα κατανοµής των βολών, σχεδιάστε 

χονδρικά την αναµενόµενη κατανοµή βολών για αυξανόµενο πλήθος βολών 

Ν=100, 1000, 10000 για έναν πεπειραµένο σκοπευτή. 

 

Ν=100 

0 +7-7 x

N

 

Ν=1000 

0 +7-7 x

N

 

Ν=10000 

0 +7-7 x

N

 

 

����  Σε τι µοιάζουν και σε τι διαφέρουν οι τρεις αυτές κατανοµές; 

 

���� Πώς ονοµάζεται το µέτρο της διασποράς των µετρήσεων (βολών) και πώς 

υπολογίζεται αυτό; 

 

���� Σχεδιάστε την µορφή που αναµένετε να έχει η 

κατανοµή αυτή στην περίπτωση απείρων βολών 

σε στόχο που έχει συνεχή διαβάθµιση 

αποστάσεων, δηλαδή όταν το x δεν έχει 15 

διακριτές τιµές αλλά ανήκει στο διάστηµα των 

πραγµατικών αριθµών [-7, +7]. 

 
0 +7-7 x

N
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Η κατανοµή την οποία σχεδιάσατε πρέπει να έχει την µορφή της κατανοµής Gauss: 

συµµετρική ως προς τον µέσο όρο, ασυµπτωτικά να τείνει προς το µηδέν, και µε 

σηµεία καµπής στο  ±σ,  όπου  σ  είναι η τυπική απόκλιση του συνόλου των 

µετρήσεων. 

Στην περίπτωση που έχετε µικρό πλήθος µετρήσεων (1 < Ν < 5), ή µετρήσεις µε 

µεγάλη διασπορά, η τυπική απόκλιση του συνόλου των µετρήσεων (σ) είναι το 

κατάλληλο µέγεθος για την σύνοψη των πειραµατικών αποτελεσµάτων. Εφόσον η 

κατανοµή από την οποία προέρχονται οι µετρήσεις είναι κατανοµή Gauss, τότε στην 

περιοχή ( σ±x ) αναµένεται να βρίσκεται το 68% περίπου του συνόλου των 

µετρήσεων, ανεξάρτητα από το πλήθος των µετρήσεων που έχετε λάβει. 

Σύµφωνα µε την θεωρία δειγµατοληψίας, µόνο όταν έχετε µεγάλο πλήθος µετρήσεων, 

π.χ. Ν >10, ή όταν οι µετρήσεις έχουν µικρή διασπορά (< 10%), έχει αξιοπιστία η 

έννοια του µέσου όρου των µετρήσεων, διότι οι µέσοι όροι κάθε ενδεχόµενης δεκάδας 

µετρήσεων αναµένεται να είναι παραπλήσιοι. 

Το µέγεθος της τυπικής απόκλισης στον µέσο όρο σµ  εκφράζει την αναµενόµενη 

διασπορά των µέσων όρων όλων των πιθανών Ν-άδων µετρήσεων που είναι δυνατόν 

να προκύψουν. Το  σµ  εξαρτάται από το πλήθος των µετρήσεων  Ν, και µάλιστα 

µειώνεται όσο αυξάνεται το πλήθος των µετρήσεων κατά τον παράγοντα N . Η 

φυσική σηµασία της έκφρασης µσ±x  είναι η εξής: µέσα στην περιοχή αυτή, που 

προσδιορίστηκε από µία µόνο Ν-άδα µετρήσεων, αναµένεται ότι θα βρίσκεται το 68% 

των µέσων όρων όλων των δυνατών Ν-άδων µετρήσεων που θα µπορούσαν να 

πραγµατοποιηθούν. Εναλλακτικά, η περιοχή  µσ±x  αποτελεί µία αξιόπιστη κατά 68% 

πρόβλεψη της θέσης του µέσου όρου µιας Ν-άδας µετρήσεων. 

���� Με βάση τα παραπάνω, προβλέψτε την θέση του µέσου όρου πολλών δειγµάτων 

µεγέθους Ν, για τις περιπτώσεις  Ν = 10  και  Ν = 1000  για έναν πεπειραµένο 

σκοπευτή ( 0≅x ), σχεδιάζοντας µικρές γραµµές πάνω στον άξονα των x για 

κάθε περίπτωση. 

 Θα πρέπει στο δεύτερο διάγραµµα να σχεδιάσατε το εύρος τιµών των µέσων 

όρων (το εύρος της περιοχής που καλύπτουν οι µικρές γραµµές που σχεδιάσατε) 

να είναι περίπου το 1/10 (δηλαδή το 1001 ) του πρώτου διαγράµµατος, διότι 

στην δεύτερη περίπτωση έχετε 100 φορές µεγαλύτερο µέγεθος δείγµατος από το 

πρώτο. 
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Ν=10 

0 +7-7 x

N

 

Ν=1000 

0 +7-7 x

N

 

 

Το βασικό χρηστικό συµπέρασµα από τα παραπάνω είναι ότι για να κάνετε τις 

µετρήσεις σας πιο ακριβείς κατά ένα δεκαδικό ψηφίο, πρέπει να πάρετε 

εκατονταπλάσιες µετρήσεις! Συνεπώς δεν συµφέρει πρακτικά να βελτιώνουµε την 

ακρίβεια των µετρήσεων, εφόσον µπορούµε να την βελτιώσουµε µε άλλους τρόπους, 

π.χ. µε βελτίωση της σταθερότητας των συνθηκών µέτρησης ή αποµόνωση του 

συστήµατος από πηγές πειραµατικού θορύβου. 

���� Στα επόµενα σας ζητείται να δώσετε παραδείγµατα µετρήσεων για διάφορες 

περιπτώσεις σφαλµάτων, µε κουκίδες πάνω στους άξονες να αναπαριστούν τις 

µετρήσεις. 

Α. Σχεδιάστε ~10 µετρήσεις µε µικρά 

τυχαία και µικρά συστηµατικά σφάλµατα 

x

Χπραγµ

 

Β. Σχεδιάστε ~10 µετρήσεις µε µεγάλα τυχαία 

και µεγάλα συστηµατικά σφάλµατα 

x

Χπραγµ

 

Γ. Σχεδιάστε ~10 µετρήσεις µε µεγάλα 

τυχαία και µικρά συστηµατικά σφάλµατα 

x

Χπραγµ

 

∆. Σχεδιάστε ~10 µετρήσεις µε µικρά τυχαία 

σφάλµατα και µεγάλα συστηµατικά σφάλµατα 

x

Χπραγµ
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Συζητήστε στην οµάδα σας και µε τον διδάσκοντα τις µορφές των γραφικών 

παραστάσεων. 

���� Σχεδιάστε προσεγγιστικά (µε το χέρι) τις αντίστοιχες κατανοµές µετρήσεων από 

τις οποίες θα µπορούσαν να είχαν προέλθει οι 10 µετρήσεις που σχεδιάσατε στην 

προηγούµενη ερώτηση. 

���� Αν διαθέτατε τους αντίστοιχους πίνακες µετρήσεων για τις 10 µετρήσεις της 

καθεµιάς από τις τέσσερις παραπάνω περιπτώσεις και ένα πρόγραµµα Η/Υ 

σχεδιασµού µαθηµατικών συναρτήσεων, θα µπορούσατε να κατασκευάσετε τις 

γραφικές παραστάσεις που σχεδιάσατε παραπάνω, µε χρήση του προγράµµατος 

αυτού; Ποιοι τύποι της Θεωρίας Σφαλµάτων θα σας χρειαστούν;  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ A: Χρήση του Προγράµµατος H/Y “Στόχος” 

 

1. Εισαγωγή 

Σε κάθε εργαστηριακή αίθουσα, η συσκευή του στόχου είναι συνδεδεµένη µε τον 

κεντρικό Η/Υ του ∆ιδάσκοντα, στον οποίο εκτελείται το νέο πρόγραµµα λήψης και 

επεξεργασίας µετρήσεων. Από τον υπολογιστή της θέσης εργασίας τους, µε την χρήση 

καταλλήλου προγράµµατος διαµοιρασµού της οθόνης του Η/Υ του διδάσκοντα, οι 

φοιτητές βλέπουν την ίδια εικόνα µε αυτήν του κεντρικού Η/Υ 
1
.  

Η άσκηση του Στόχου διεξάγεται µε την χρήση των εξής προγραµµάτων, όπως στον 

παρακάτω Πίνακα: 

 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΗΣ 

Στόχος (Target) 
Λήψη και επεξεργασία µετρήσεων 

από τον Στόχο 
∆ιδάσκοντα 

PC-Duo Client 

∆ιακοµιστής της εικόνας της οθόνης του 

Η/Υ του ∆ιδάσκοντα προς τις οθόνες των 

υπολογιστών των 8 θέσεων εργασίας. 

∆ιδάσκοντα 

PC-Duo Control 
Πρόγραµµα λήψης της εικόνας από την 

οθόνη του Η/Υ του ∆ιδάσκοντα 
Φοιτητών 

  

2. Εκτέλεση της Άσκησης 

2.1 Προετοιµασία 

Θέση Εργασίας ∆ιδάσκοντα: 

                                                 
1
 Η λειτουργία διανοµής της εικόνας του κεντρικού Η/Υ είναι ανεξάρτητη από το είδος του 

προγράµµατος που εκτελείται από τον ∆ιδάσκοντα. Μία εφαρµογή της λειτουργίας αυτής θα 

µπορούσε να είναι µία παρουσίαση PowerPoint από τον ∆ιδάσκοντα την οποία παρακολουθούν οι 

φοιτητές από την θέση εργασίας τους, ή η εκτέλεση οποιοδήποτε προγράµµατος. 
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Στη θέση εργασίας του διδάσκοντα πρέπει να εκτελεστεί το πρόγραµµα “Στόχος” 

(Target) και να δοθεί τροφοδοσία στο τροφοδοτικό του Στόχου (βρίσκεται 

προσαρµοσµένος στον τοίχο, κοντά στον Στόχο). 

Το πρόγραµµα έχει σαν εικονίδιο έναν Στόχο:
    

 

 

Το πρόγραµµα PC-Duo Client τρέχει αυτόµατα µε την εκκίνηση του Η/Υ. 

Θέσεις Εργασίας Φοιτητών: 

Ανοίξτε τον υπολογιστή της θέσης εργασίας σας. Αναζητείστε στην 

επιφάνεια εργασίας το εικονίδιο “Υπολογιστής ∆ιδάσκοντα” (εικονίζεται 

στο διπλανό σχήµα) και κάντε διπλό κλικ σε αυτό. 

Εµφανίζεται το παρακάτω παράθυρο επιλογής υπολογιστή: 

Ανάλογα µε την εργαστηριακή αίθουσα (Λ, ∆ ή Ζ), εµφανίζεται το αντίστοιχο 

εικονίδιο Η/Υ του ∆ιδάσκοντα (στο παράδειγµα, ο Η/Υ της Αίθουσας ∆).  

Εκτελώντας διπλό κλικ στο εικονίδιο αυτό, οι φοιτητές άµεσα βλέπουν την ίδια εικόνα 

µε αυτή του Η/Υ του διδάσκοντα. Προφανώς το παράθυρο αυτό πρέπει να 

µεγιστοποιηθεί (maximize) ώστε να βλέπετε ολόκληρη την οθόνη του Η/Υ του 

διδάσκοντα. 
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2.2 Περιγραφή του προγράµµατος “Στόχος”  

Η κύρια οθόνη του προγράµµατος περιλαµβάνει τα εξής: 

 

 
Απεικόνιση
Στόχου

Ένδειξη πλήθους
εναποµενουσών
βολών

Πλήκτρο
έναρξης
µετρήσεων

Πλήκτρα ελέγχου
λειτουργιών
προγράµµατος

Απεικόνιση
ιστογράµµατος
βολών και
κατανοµής
Gauss

Εισαγωγή επιθυµητού
πλήθους βολών

 

2.3   ∆ιεξαγωγή πειράµατος βολών 

 

� Ο διδάσκων εισάγει το επιθυµητό πλήθος µετρήσεων (συνήθως περίπου 30, δύο 

βολές ανά φοιτητή). 

� Ο διδάσκων  πατάει το πλήκτρο έναρξης  µετρήσεων “Start”. Κάθε 

(επιτυχηµένη) βολή εµφανίζεται στην αντίστοιχη περιοχή του Στόχου και 

απεικονίζεται στην περιοχή Ιστογράµµατος. 

� Η διαδικασία λήψης µετρήσεων µπορεί να διακοπεί οποιαδήποτε στιγµή (πριν 

να συµπληρωθεί το πλήθος των προεπιλεγµένων µετρήσεων) πατώντας το 

πλήκτρο ∆ιακοπή. 
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� Όταν συµπληρωθούν οι προεπιλεγµένες µετρήσεις, ο διδάσκων µπορεί να 

προχωρήσει στην επεξεργασία των µετρήσεων. 

2.4   Επεξεργασία των µετρήσεων 

 

Με το πλήκτρο Κάλυψη απεικονίζεται η κάλυψη του στόχου, δηλαδή τα σηµεία 

στα οποία έχουν επιτευχθεί επιτυχηµένες βολές. 

 

Με το πλήκτρο Πολύγωνο απεικονίζεται το Πολύγωνο Συχνοτήτων αντί του 

ιστογράµµατος Συχνοτήτων. 

 

Με το πλήκτρο Gauss ενεργοποιείται η καµπύλη Gauss η οποία προκύπτει από 

τον µέσο όρο και την τυπική απόκλιση του συνόλου των µετρήσεων 

 

Με το πλήκτρο Στατιστική ανοίγει ένα νέο παράθυρο που αφορά την στατιστική 

περιγραφή του συνόλου των µετρήσεων. 

 

Το παράθυρο που ανοίγει µε το πλήκτρο Στατιστική 

απεικονίζει την ίδια κατανοµή Gauss η οποία εµφανίζεται 

επάνω στο ιστόγραµµα του κυρίου παραθύρου µετρήσεων, συν 

τις τιµές των στατιστικών παραµέτρων του µέσου όρου (ΜΟ)  

Χµ  και της τυπικής απόκλισης  s  του συνόλου των µετρήσεων. 

Η θέση του  ΜΟ  σηµειώνεται µε κίτρινο χρώµα, ενώ µε 

πράσινο σηµειώνεται η φυσική σηµασία της s  σαν το εύρος της 

κατανοµής στο σηµείο καµπής  της Γκαουσιανής του συνόλου 

των µετρήσεων. 

Από την γραφική αυτή παράσταση µε το πλήκτρο Επόµενο 

εµφανίζεται η γραφική παράσταση που αφορά την στατιστική 

περιγραφή του ΜΟ, δηλαδή την κατανοµή των ΜΟ. 

Στην γραφική παράσταση σηµειώνονται οι παράµετροι του 

προηγουµένου σχήµατος συν την τιµή της τυπικής απόκλισης 

στον µέσο όρο  σµ. 

Με κόκκινο χρώµα σηµειώνεται η τιµή της σµ  και η φυσική της 

σηµασία σαν το σαν το εύρος της κατανοµής στο σηµείο 

καµπής της Γκαουσιανής των µέσων όρων από υποθετικές 

οµάδες µετρήσεων. 
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Χρηστική παρατήρηση: Τα δύο αυτά παράθυρα της στατιστικής επεξεργασίας έχουν 

σχεδιαστεί ώστε να επιτρέπουν την τοποθέτηση δίπλα-δίπλα, ώστε να διευκολύνεται η 

επισήµανση των διαφορών µεταξύ της προέλευσης, της σηµασίας και του σχήµατος 

των δύο κατανοµών Gauss καθώς και των τιµών των s  και  σµ.  

Για επιστροφή στο παράθυρο των Κυρίων Επιλογών, στο οποίο δεν έχετε πρόσβαση 

κατά την επίδειξη της στατιστικής επεξεργασίας, χρειάζεται απλώς να κλείσουν τα 

παράθυρα της στατιστικής επεξεργασίας. 

2.5.  Παρουσίαση πίνακα µετρήσεων 

Από το µενού Προβολή, µε 

την επιλογή Αποτελέσµατα, 

παρουσιάζεται ο Πίνακας των 

βολών (µετρήσεων). 

 

Από τον Πίνακα αυτό 

επιλέγονται οι µετρήσεις τις 

οποίες θα επεξεργαστείτε στην 

εργασία σας.  

 

 

 

 

 

 

2.6  Συµπληρωµατικές λειτουργίες 

Από το Μενού Αρχεία προβλέπεται λειτουργία αποθήκευσης των µετρήσεων (στον 

σκληρό δίσκο του Η/Υ του διδάσκοντα ή σε δισκέτα/memory stick των φοιτητών) 

καθώς και λειτουργία ανάκλησης προηγουµένων µετρήσεων προς επεξεργασία ή 

επίδειξη. 

Μία εφαρµογή της λειτουργίας ανάκλησης θα µπορούσε να είναι π.χ. η προετοιµασία 

από τον διδάσκοντα αρχείων βολών µε µικρή ή µεγάλη διασπορά, τα οποία 

παρουσιάζονται, επεξεργάζονται στατιστικά και σχολιάζονται µέσα στο εργαστήριο. 
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3.  Τέλος της Άσκησης 

Οι φοιτητές κλείνουν το πρόγραµµα λήψης εικόνας από τον Η/Υ του διδάσκοντα και 

στη συνέχεια κλείνουν τον υπολογιστή τους από το Μενού Start – Shut down των 

Windows και φυσικά όχι από το πλήκτρο ON-OFF του υπολογιστή. Επίσης κλείνουν 

και την οθόνη του Η/Υ. 

Ο διδάσκων κλείνει το πρόγραµµα, το τροφοδοτικό του στόχου, και τον 

υπολογιστή. 
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ΑΣΚΗΣΗ 
 

 

 

Εφαρµογής Θεωρίας Ελαχίστων Τετραγώνων  

στον Νόµο του Ohm 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μελέτη – ανάπτυξη: ∆. Ευαγγελινός 



ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 

– 88 – 



ΜΕΡΟΣ Α  – ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΘΕΩΡΙΑ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ 

– 89 – 

ΑΣΚΗΣΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ 
ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ ΣΤΟΝ ΝΟΜΟ ΤΟΥ ΟΗΜ 

 

ΣΚΟΠΟΣ: Επιβεβαίωση του νόµου του Ohm και µέτρηση αντίστασης από την 

ευθεία ελαχίστων τετραγώνων. 

ΟΡΓΑΝΑ: Τροφοδοτικό συνεχούς τάσης 0-10 Volts, βολτόµετρο πλήρους κλίµακας 

10 Volts, µιλλιαµπερόµετρο πλήρους κλίµακας 1 mA, αντίσταση 10 ΚΩ 

από κιβώτιο αντιστάσεων. (Προαιρετικά χαρτί µιλλιµετρέ.) 

 

∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ 

Α. ΠΡΟΕΤΟΙΜΑΣΙΑ  Κατασκευάζουµε το κύκλωµα του παρακάτω Σχήµατος 1: 

E

R=10kΩ  

 

Σχήµα 1. Το κύκλωµα της άσκησης σε συµβολική και σχηµατική αναπαράσταση. 

Το κύκλωµα αποτελείται από τα εξής όργανα: 

1. Τροφοδοτικό συνεχούς και εναλλασσόµενης τάσης 0-12 Volt περίπου. Οι ενδείξεις 

τάσης που παρέχει το συγκεκριµένο τροφοδοτικό είναι ενδεικτικές, δηλαδή κατά 

προσέγγιση. Ο σκοπός του συγκεκριµένου τροφοδοτικού είναι να απλά να 

υποκαταστήσει την χρήση µπαταριών και όχι να παρέχει ακριβείς τιµές τάσεις. Γι’ 
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αυτό το ονοµάζουµε απλά “τροφοδοτικό” και όχι “πηγή τάσης”. Την ακριβή τιµή 

της παρεχόµενης τάσης την µετράµε µε το βολτόµετρο. 

2. Μιλλιαµπερόµετρο συνεχούς ρεύµατος, πλήρους κλίµακας 1 mA. Το όργανο έχει 

πολικότητα (δηλαδή θετικό και αρνητικό ακροδέκτη και δεν πρέπει να συνδέεται 

ανάστροφα. 

3. Βολτόµετρο συνεχής τάσης πλήρους κλίµακας 10 Volt (η κλίµακα των 

βολτοµέτρων που χρησιµοποιούµε στο Γενικό Εργαστήριο) συνήθως αναγράφει 

“100” αλλά στην πραγµατικότητα πρόκειται για 10 Volt πλήρους κλίµακας). Το 

βολτόµετρο επίσης έχει πολικότητα και δεν πρέπει να συνδέεται ανάστροφα. 

4. ∆εκαδικό κιβώτιο αντιστάσεων έξι περιοχών. Περιέχει έξι περιστροφικούς 

διακόπτες συνδεδεµένους σε σειρά, ο καθένας από τους οποίους συνδέει µία από 

δέκα αντιστάσεις ακριβείας 1% στο κύκλωµα, µε αποτέλεσµα στους ακροδέκτες 

εξόδου να εµφανίζεται αντίσταση ίση µε το άθροισµα των επί µέρους επιλεγµένων 

τιµών. Επιλογή της τιµής “0” σε έναν διακόπτη σηµαίνει ότι δεν παρεµβάλλεται 

αντίσταση, δηλαδή ότι R = 0. Συνεπώς, αν όλοι οι περιστροφικοί διακόπτες 

τοποθετηθούν στην θέση µηδενός, το κιβώτιο παρουσιάζει αµελητέα αντίσταση, 

όπως ένας απλός αγωγός σύνδεσης 

Σηµεία ιδιαίτερης προσοχής: 

1.  Το τροφοδοτικό πρέπει αρχικά να είναι κλειστό (στη θέση OFF) και ο επιλογέας 

τάσης στη θέση  0 Volts. 

2.  Χρησιµοποιείται η έξοδος της συνεχούς (κόκκινος-µαύρος ακροδέκτης D.C.) και 

όχι της εναλλασσόµενης τάσης (κίτρινοι ακροδέκτες, A.C.) του τροφοδοτικού. 

3.  Οι πολικότητες των οργάνων πρέπει να είναι όπως στο σχήµα: ξεκινώντας από τον 

θετικό πόλο της πηγής να καταλήγουµε στον θετικό ακροδέκτη και του 

βολτοµέτρου και στη συνέχεια στον θετικό ακροδέκτη του αµπεροµέτρου. 

4.  ∆εν τροφοδοτούµε το κύκλωµα πριν αυτό ελεγχθεί από τον διδάσκοντα. 

 

Β. ΕΛΕΓΧΟΣ   Ακολουθείστε τα παρακάτω βήµατα µε την σειρά: 

1.  Ελέγχετε πάλι αν το κύκλωµα είναι συνδεδεµένο όπως στο σχήµα (προσοχή στην 

πολικότητα !!!!) 
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2.  Ρυθµίζετε το τροφοδοτικό στα  0 Volts. 

3.  Επιλέγετε στο κιβώτιο αντιστάσεων αντίσταση  10 ΚΩ. Αυτό γίνεται αν θέσουµε 

τον διακόπτη   x10 KΩ στην θέση  “1”  και όλους τους υπόλοιπους στην θέση 

µηδέν “0”. 

ΠΡΟΣΟΧΗ, ο διακόπτης x10 KΩ να είναι οπωσδήποτε στην θέση  “1”. 

Σε αντίθετη περίπτωση, αν αντίσταση είναι µικρότερη, θα περάσει µεγάλο 

ρεύµα από το κύκλωµα, οπότε κινδυνεύει το µιλλιαµπερόµετρο, ενώ αν 

είναι µεγαλύτερη, δεν θα παίρνετε ικανοποιητικές ενδείξεις (η απόκλιση της 

βελόνας θα είναι µικρή). 

4.  Καλείτε τον διδάσκοντα να ελέγξει το κύκλωµα. 

5.  ∆ίνετε τροφοδοσία στο κύκλωµα από τον διακόπτη ΟΝ-ΟFF. 

6.  Αυξάνετε δοκιµαστικά και προοδευτικά την τάση από 0 έως 10 Volts, Στην 

κανονική λειτουργία του κυκλώµατος και σε ολόκληρη την διάρκεια της άσκησης 

πρέπει µε την αύξηση ή µείωση της τάσης οι ενδείξεις και των δύο οργάνων να 

συµµεταβάλλονται και οπωσδήποτε το ρεύµα στο µιλλιαµπερόµετρο να µην 

ξεπεράσει το µέγιστο της κλίµακας. Σε αντίθετη περίπτωση µηδενίστε την τάση και 

καλέστε τον διδάσκοντα. 

Γ. ΛΗΨΗ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

Απαιτούνται δέκα τιµές τάσεις και ρεύµατος για να συµπληρωθεί ο παρακάτω Πίνακας 

Ι. 

1.  Κατά την λήψη των µετρήσεων πρέπει να προσεχτούν τα εξής σηµεία: 

α) Η ανάγνωση της κλίµακας να γίνεται κάθετα προς το επίπεδο της κλίµακας 

του οργάνου και όχι πλάγια, προς αποφυγή του σφάλµατος παράλλαξης. 

β) Να έχετε υπολογίσει από πριν ποια είναι η ελάχιστη υποδιαίρεση της 

κλίµακας των οργάνων, ώστε να αποφύγετε λάθη στην καταχώριση των 

µετρήσεων. 

2.  Επιλέγετε δέκα τιµές τάσης από το τροφοδοτικό και καταχωρείτε στον πίνακα τις 

αντίστοιχες τιµές τάσης και ρεύµατος. Συνήθως επιλέγουµε τάσεις από 0 έως 10 

Volt σε βήµατα του 1 Volt. 
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Πίνακας Ι.  Μετρήσεις τάσεις και ρεύµατος στο κύκλωµα νόµου του Ohm. 

Αύξων 

αριθµός 

Τάση 

(Volts) 

Ρεύµα 

(mA) 

1   

2   

3   

4   

5   

6   

7   

8   

9   

10   

 

(Προαιρετικά: Έχοντας βαθµολογήσει κατάλληλα ένα χαρτί mm, τοποθετείτε µετά από 

κάθε µέτρηση και το αντίστοιχο σηµείο στην γραφική παράσταση). 

3.  Ελέγχετε αν οι µετρήσεις του πίνακα είναι ευλογοφανείς, µηδενίζετε τη τάση και 

κλείνετε το τροφοδοτικό. Αποσυνδέετε και τακτοποιείτε τα όργανα. 

∆. ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΤΩΝ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ - ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Ακολουθείτε τις οδηγίες του διδάσκοντα 

Ε. ΕΡΓΑΣΙΑ 

Ακολουθείτε τις οδηγίες του διδάσκοντα. Η εργασία πρέπει να ακολουθεί το πρότυπο 

που σας έχει διανεµηθεί, να περιλαµβάνει τον πίνακα των µετρήσεων, τον πίνακα των 

υπολογισµών, την γραφική παράσταση των µετρήσεων και της ευθείας ελαχίστων 

τετραγώνων σε χαρτί mm, και ό,τι άλλο σας ζητηθεί από τον διδάσκοντα.       
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ΑΣΚΗΣΗ 
 

 

 

Εφαρµογής Θεωρίας Ελαχίστων Τετραγώνων  

µε µελέτη µη γραµµικού αντιστάτη 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μελέτη – ανάπτυξη: Γ. ∆ηµητρακόπουλος – ∆. Ευαγγελινός 
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ΑΣΚΗΣΗ  ΜΕΛΕΤΗΣ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΑΝΤΙΣΤΑΤΗ 

 

ΣΚΟΠΟΣ: Μέτρηση της χαρακτηριστικής απόκρισης  Ι–V  των θερµίστορ και της 

απόκλισης από την γραµµική συµπεριφορά. 

ΟΡΓΑΝΑ: Τροφοδοτικό συνεχούς τάσης 0–10 Volts, 2 ψηφιακά πολύµετρα, 

θερµίστορ τύπου ΝTC ονοµαστικής αντίστασης 1 ΚΩ. (Προαιρετικά 

χαρτί µιλλιµετρέ.) 

 

1. Εισαγωγή 

Όπως µάθαµε σε προηγούµενο εργαστήριο, κατά την εκτέλεση ενός πειράµατος για 

τον προσδιορισµό της νοµοτέλειας ενός φυσικού φαινοµένου, πρέπει να ακολουθούµε 

τις απαραίτητες ενέργειες για την επιλογή κατάλληλης µεθοδολογίας µέτρησης και τον 

αποκλεισµό/διόρθωση των συστηµατικών σφαλµάτων. Αφού υπάρξει εµπιστοσύνη στη 

µεθοδολογία και τα πειραµατικά αποτελέσµατα που προέκυψαν, στη συνέχεια 

επιλέγεται η καταλληλότερη νοµοτελειακή περιγραφή (π.χ. γραµµική ή εκθετική 

συνάρτηση) και τα τυχαία σφάλµατα αντιµετωπίζονται µε κατάλληλη στατιστική 

επεξεργασία (π.χ. µε τη βοήθεια της θεωρίας ελαχίστων τετραγώνων). 

Στην παρούσα άσκηση καταδεικνύουµε ότι το τελικό αποτέλεσµα της πειραµατικής 

ανάλυσης µπορεί να επηρεασθεί σηµαντικά, αν δεν ακολουθηθούν µε προσοχή τα 

παραπάνω δύο βήµατα και δεν ληφθούν υπόψη όλοι οι παράγοντες που επηρεάζουν 

σηµαντικά το φαινόµενο. ∆είχνουµε επίσης τις απαραίτητες ενέργειες που πρέπει να 

γίνονται ώστε να απορρίπτεται µία ακατάλληλη περιγραφή του φαινοµένου και να 

αντικαθίσταται από µία ορθότερη. Για το σκοπό µας, θα χρησιµοποιήσουµε µετρήσεις 

µιας φαινοµενικά σταθερής ηλεκτρικής αντίστασης που όµως µεταβάλλεται λόγω 

αύξησης της θερµοκρασίας της. 

Στην προηγούµενη άσκηση (Νόµος του Ohm), µετρήθηκε και σχεδιάστηκε η µεταβολή 

της έντασης (I) του ρεύµατος που διαρρέει έναν αντιστάτη R, όταν εφαρµόζεται στα 

άκρα του µια τάση (V). (Στην ηλεκτρονική, η καµπύλη I–V ονοµάζεται και απόκριση  

Ι–V). Παρατηρήθηκε ότι η τιµή της αντίστασης R όταν η εφαρµοζόµενη τάση 

κυµαινόταν από 0 έως 10 Volt, παρέµεινε σταθερή και ίση περίπου µε 10 ΚΩ. Για το 

λόγο αυτό ο συγκεκριµένος τύπος αντιστάτη ονοµάζεται και ωµικός. Γνωρίζουµε όµως 
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ότι η αντίσταση ενός υλικού συνήθως εξαρτάται από την θερµοκρασία, πράγµα που 

σηµαίνει ότι στην γενική περίπτωση οι αντιστάτες δεν είναι οπωσδήποτε ωµικοί. 

Για να µετρήσουµε πειραµατικά την αντίσταση ενός αντιστάτη, ο συνηθέστερος 

τρόπος είναι να τον συνδέσουµε σε ένα κύκλωµα τροφοδοσίας και να διαιρέσουµε την 

τάση στα άκρα του δια της έντασης του ρεύµατος που τον διαρρέει. Αν όµως 

επιλέξουµε µεγάλες τιµές εφαρµοζόµενης τάσης και ρεύµατος, τότε ο αντιστάτης θα 

θερµανθεί, διότι θα αναπτυχθεί θερµότητα Joule (Q = Ι
2
.R.t) και η αντίσταση που θα 

µετρηθεί θα είναι γενικά διαφορετική από αυτή που µετράµε σε θερµοκρασία 

περιβάλλοντος. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται αυτοθέρµανση του υλικού και 

προφανώς αν δεν ληφθεί υπόψη, θα οδηγήσει σε συστηµατικό σφάλµα στην τιµή της 

µετρούµενης αντίστασης. Συµπερασµατικά, η διαδικασία και µέθοδος µέτρησης 

(διέλευση ρεύµατος από τον αντιστάτη) επηρεάζει την τιµή του µετρούµενου µεγέθους 

(την αντίσταση). Τα εργαστηριακά όργανα απευθείας µέτρησης της αντίστασης 

(ωµόµετρα) αντιµετωπίζουν το πρόβληµα χρησιµοποιώντας πολύ µικρή τιµή ρεύµατος 

κατά την µέτρηση της αντίστασης (µερικά mA, ανεξαρτήτως της τάξης µεγέθους της 

µετρούµενης αντίστασης) ακριβώς για να αποφύγουν το φαινόµενο της 

αυτοθέρµανσης.  

Στην παρούσα άσκηση θα µελετήσουµε την εξάρτηση της µετρούµενης αντίστασης 

ενός θερµίστορ, δηλαδή ενός αντιστάτη του οποίου η αντίσταση εκ κατασκευής 

µεταβάλλεται µε τη θερµοκρασία, αφού χρησιµοποιείται σαν αισθητήρας για µέτρηση 

θερµοκρασιών.  

2. Τα θερµίστορ 

Είναι γνωστό ότι η ηλεκτρική αντίσταση ενός υλικού µπορεί να προσδιορισθεί από το 

νόµο του Ohm:  

V
R

I
=        (1) 

όπου  V  η εφαρµοζόµενη τάση και  I  η ένταση του ηλ. ρεύµατος. Όµως η αντίσταση 

µπορεί να µεταβληθεί υπό την επίδραση ενός εξωτερικού αιτίου, όπως είναι π.χ. η 

άνοδος της θερµοκρασίας. Στην περίπτωση µιας απλής γραµµικής ηλεκτρικής 

αντίστασης (π.χ. µεταλλικό σύρµα), η εξάρτηση αυτή περιγράφεται από τη σχέση 

( )( ) 1
o O

R T R T Tα= + −         (2) 
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όπου  α  είναι ο θερµικός συντελεστής αντίστασης (εξαρτάται από το υλικό), και  Ro  

είναι η αντίσταση στη θερµοκρασία αναφοράς  To  (συνήθως η θερµοκρασία 

δωµατίου). Αν και κατά τη διέλευση ηλ. ρεύµατος η θερµοκρασία του υλικού αυξάνει 

ελαφρά λόγω της µετατροπής ενός ποσοστού της ηλεκτρικής ισχύος σε θερµική, η 

µεταβολή της ηλ. αντίστασης δεν είναι σηµαντική, επειδή ο θερµικός συντελεστής έχει 

πολύ µικρές τιµές.  Για παράδειγµα, για τον χαλκό είναι α = 0.0039 Κ
–1

. 

Σε αντίθεση µε τις απλές γραµµικές (ωµικές) αντιστάσεις, τα θερµίστορ είναι 

αντιστάτες πολύ ευαίσθητοι στη µεταβολή της θερµοκρασίας. Κατασκευάζονται από 

ηµιαγώγιµα υλικά και µπορεί να έχουν θετικό ή αρνητικό θερµικό συντελεστή 

αντίστασης. Στην πρώτη περίπτωση (θερµίστορ τύπου NTC – Negative Temperature 

Coefficient) η αντίσταση ελαττώνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας, ενώ στη 

δεύτερη περίπτωση (θερµίστορ τύπου PTC – Positive Temperature Coefficient) αυτή 

αυξάνει. Τα θερµίστορ χρησιµοποιούνται κυρίως ως αισθητήρες, θερµοστάτες, 

ρυθµιστές της θερµοκρασίας σε ηλεκτρονικά όργανα, οικιακές εφαρµογές, 

βιοµηχανικές εφαρµογές, ιατρικά όργανα κλπ. 

Τα θερµίστορ τύπου ΝTC κατασκευάζονται από οξείδια της οµάδας του σιδήρου (Fe, 

Cu, Ni, Mn, Cr) τα οποία µε την προσθήκη άλλων οξειδίων (π.χ. του Mg, Ti) 

µετατρέπονται σε πολυκρυσταλλικά υλικά µε ηµιαγωγικές ιδιότητες. Τα υλικά που 

χρησιµοποιούνται στα θερµίστορ PTC είναι κυρίως οξείδια του στροντίου και του 

βαρίου σε πολυκρυσταλλικές ενώσεις µε άνθρακα και τιτάνιο µε την προσθήκη ιόντων 

λανθανίου, βισµουθίου και άλλων στοιχείων. Στο εµπόριο κυκλοφορούν θερµίστορ µε 

ονοµαστική αντίσταση στους 25 °C από δέκατα του Ohm έως δεκάδες MΩ. 

Στο θερµίστορ, η µεταβολή της αντίστασης µε τη θερµοκρασία, για µικρό σχετικά 

εύρος µεταβολής θερµοκρασίας, προσεγγίζεται από σχέση της µορφής 

/B T
R A e= ⋅       (3) 

όπου  Α  και  Β  είναι παράµετροι εξαρτώµενες από το υλικό. Το  Β  κυµαίνεται µεταξύ 

2000~5000 Κ. Τα  Α  και  Β παραµένουν περίπου σταθερά στην περιοχή θερµοκρασιών 

λειτουργίας του θερµίστορ η οποία παρέχεται από τον κατασκευαστή (π.χ. µεταξύ 25-

85 
ο
C). Αν χρησιµοποιήσουµε την αντίσταση  R0  στη θερµοκρασία  Τ0, η (3) γράφεται 









−

⋅= oTT
B

o eRR

11

      (4) 
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Όταν το θερµίστορ διαρρέεται από ρεύµα, η αύξηση της θερµοκρασίας του προκαλεί 

µείωση ή αύξηση της αντίστασής του, για θερµίστορ τύπου NTC και PTC αντίστοιχα. 

Συγχρόνως, επειδή το θερµίστορ βρίσκεται σε περιβάλλον ατµοσφαιρικού αέρα, 

απάγει θερµική ισχύ προς το περιβάλλον, η οποία καθορίζεται από τον νόµο ψύξης του 

Νεύτωνα, φαινόµενο που θα µελετήσουµε σε βάθος σε επόµενη άσκηση. Σύµφωνα µε 

την αρχή διατήρησης της ενέργειας, η προσφερόµενη ηλεκτρική ισχύς  (V.I) θα ισούται 

µε την απορροφούµενη ισχύ που απαιτείται για την άνοδο της θερµοκρασίας του 

θερµίστορ, συν τις θερµικές απώλειες προς το περιβάλλον, δηλαδή: 

Προσφερόµενη ηλ. ισχύς  = Απορροφούµενη Ισχύς + Θερµικές απώλειες 

Η σχέση αυτή γράφεται: 

)( .περδ TT
dt

dT
CVI −+=      (5) 

όπου C είναι η θερµοχωρητικότητα του υλικού (J/K), δ είναι ο συντελεστής θερµικών 

απωλειών (W/K), και Τπερ. είναι η θερµοκρασία περιβάλλοντος. Ο λόγος  τ = C/δ  

καλείται θερµική σταθερά χρόνου και καθορίζει το χρόνο που απαιτείται για να επέλθει 

θερµική ισορροπία µε το περιβάλλον από τη στιγµή που διέλθει ρεύµα από το 

θερµίστορ. Η σταθερά χρόνου εκφράζει την θερµική αδράνεια ενός υλικού που 

θερµαίνεται ή ψύχεται και, για το λόγο αυτό, είναι σηµαντικό κατά την µέτρηση 

θερµοκρασίας µε θερµίστορ (ή µε οποιοδήποτε άλλο θερµόµετρο) ο παρατηρητής να 

περιµένει να αποκατασταθεί θερµική ισορροπία µε το περιβάλλον πριν προβεί σε 

καταγραφή της µέτρησης. Τυπικές τιµές της σταθεράς χρόνου, η οποία εξαρτάται από 

το υλικό, τη µάζα και την επιφάνεια του θερµίστορ, είναι από µερικά δευτερόλεπτα 

έως λίγα λεπτά της ώρας. Για το λόγο αυτό είναι σηµαντικό στην άσκηση να 

περιµένουµε να αποκατασταθεί θερµική ισορροπία του θερµίστορ µε το περιβάλλον 

πριν αυξήσουµε περαιτέρω την τάση από το τροφοδοτικό. 

Στην περίπτωση θερµίστορ NTC, η πτώση της αντίστασής του προκαλεί αύξηση της 

ηλ. ισχύος (P = V
2
/R, χρησιµοποιείται πηγή σταθερής τάσης) η οποία µε τη σειρά της 

προκαλεί περαιτέρω πτώση της αντίστασης, µε αποτέλεσµα την όλο και µεγαλύτερη 

αυτοθέρµανση και τελικά την καταστροφή του θερµίστορ. Με βάση τον µηχανισµό 

αυτό φαινόµενο αυτό κυκλοφορούν στο εµπόριο θερµίστορ που αποτελούν θερµικές 

ασφάλειες και καταστρέφονται (διακόπτουν το κύκλωµα) είτε όταν το διαρρεόµενο 

ρεύµα ξεπεράσει µια τιµή ασφαλείας, είτε όταν η θερµοκρασία του περιβάλλοντός τους 

ξεπεράσει ένα όριο ασφαλείας. 
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3. Έλεγχος ορθότητας της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων 

κατά την εφαρµογή σε πειραµατικά δεδοµένα  

Η προσπάθεια προσαρµογής µίας ευθείας ελαχίστων τετραγώνων για τη νοµοτελειακή 

περιγραφή των πειραµατικών παρατηρήσεών µας πρέπει να είναι σε συµφωνία αφ’ 

ενός µε την φυσική που περιγράφει το φαινόµενο, και αφ’ ετέρου µε την µορφή των 

ίδιων των πειραµατικών δεδοµένων.  

Έστω ότι θέλουµε να επεξεργαστούµε στατιστικά µετρήσεις από ένα πείραµα 

µηχανικής (δεύτερος Νόµος του Νεύτωνα), κατά το οποίο έχουµε πάρει µετρήσεις της 

επιτάχυνσης  α  ενός σώµατος συναρτήσει διαφόρων τιµών της ασκούµενης δύναµης 

F, σε περιβάλλον µε χαµηλές τριβές. Επειδή είναι γνωστό ότι  F = m.a  και συνεπώς a 

= F/m, σχέση που περιγράφει γραµµική εξάρτηση της επιτάχυνσης από την ασκούµενη 

δύναµη, αυτό δικαιολογεί την πρώτη µας σκέψη να προσαρµόσουµε µια ευθεία 

ελαχίστων τετραγώνων του τύπου y = ax + b  στα πειραµατικά δεδοµένα  a – F. 

Στο ίδιο πείραµα όµως, αν, για παράδειγµα, αναπτυχθούν µη αναµενόµενες δυνάµεις 

τριβής σε µεγάλες ταχύτητες του σώµατος, είναι δυνατόν να προκύψουν πειραµατικά 

σηµεία όπως αυτά του Σχήµατος 1, στο οποίο φαίνεται ότι µετά τα 5Ν, τα πειραµατικά 

σηµεία αποκλίνουν σηµαντικά από την αρχική ευθεία  α – F  η οποία υποδηλώνει την 

περιοχή ισχύος του 2
ου

 νόµου του Νεύτωνα. Είναι, στην περίπτωση του σχήµατος, 

ορθή η εφαρµογή της θεωρίας ελαχίστων τετραγώνων για όλα τα πειραµατικά σηµεία; 

 

a c /s( m )
2

0

5

10

15

20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

F (N)  

Σχήµα 1:  Υποθετικά πειραµατικά σηµεία πειράµατος 2
ου

 νόµου του Νεύτωνα. 
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Στο παρακάτω Σχήµα 2 φαίνεται η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, υπολογισµένη από 

το σύνολο των πειραµατικών σηµείων. Όπως είναι φανερό, η ευθεία αυτή απέχει 

σηµαντικά από τα πειραµατικά σηµεία, και επιπλέον δηλώνει σαφώς την ύπαρξη µη 

µηδενικής επιτάχυνσης όταν η ασκούµενη δύναµη είναι µηδενική, πράγµα που δεν 

συµφωνεί µε την φυσική πραγµατικότητα. 
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Σχήµα 2: Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων σαν αποτυχηµένη απόπειρα 

περιγραφής του συνόλου των υποθετικών πειραµατικών σηµείων 

του πειράµατος του Σχήµατος 1. 

Στο σηµείο αυτό, αξίζει να διερευνηθεί αν υπάρχει εναλλακτικός τρόπος για την 

αξιολόγηση της καταλληλότητας της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων µε βάση την 

θεωρία της στατιστικής επεξεργασίας πειραµατικών δεδοµένων. Ένας δείκτης της 

ποιότητας της γραµµικής συσχέτισης πειραµατικών σηµείων µε την ευθεία ελαχίστων 

τετραγώνων είναι ο λεγόµενος συντελεστής γραµµικής συσχέτισης (correlation 

coefficient) R. O συντελεστής R, που παίρνει τιµές από -1 έως +1, υπολογίζεται µε 

βάση την γενική θεωρία ελαχίστων τετραγώνων από την σχέση: 
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όπου Ν  είναι το πλήθος των πειραµατικών ζευγών (x, y).  
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Στην πρώτη και δεύτερη σειρά του Σχήµατος 3 φαίνονται παραδείγµατα του 

συντελεστή συσχέτισης στην περίπτωση περίπου γραµµικών νοµοτελειών.  Στις 

περιπτώσεις αυτές φαίνεται ότι  R = ±1  µόνο όταν τα πειραµατικά σηµεία βρίσκονται 

ακριβώς πάνω σε µια ευθεία, ενώ όσο αυξάνεται η διασπορά των πειραµατικών 

σηµείων, ο συντελεστής  R  µειώνεται κατ’ απόλυτη τιµή, µέχρι να πάρει την τιµή 0. 

Στην τελευταία αυτή περίπτωση (κεντρικό σχήµα πρώτης σειράς, “σφαιρική” 

κατανοµή σηµείων), λογιστικά υπολογίζεται µεν µια ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, 

αλλά δεν έχει φυσική σηµασία, καθόσον είναι προφανές ότι δεν υπάρχει γραµµική 

συσχέτιση των πειραµατικών σηµείων. 

 

Σχήµα 3: Παραδείγµατα του συντελεστή συσχέτισης R υποθετικών 

πειραµατικών δεδοµένων  x–y. 

Παρατηρείστε ότι σε ορισµένες περιπτώσεις του Σχήµατος 3 όπου R = 0, τα δεδοµένα 

x–y δηλώνουν σαφώς την ύπαρξη νοµοτελειακής εξάρτησης του y από το x, δηλαδή η 

συνθήκη R = 0  δεν αποτελεί ικανή και αναγκαία συνθήκη για την µη εξάρτηση του 

µεγέθους  y  από το φυσικό µέγεθος  x. Συνεπώς, η χρηστικότητα του συντελεστή 

γραµµικής συσχέτισης  R  δεν είναι απόλυτη, αλλά σχετική, µε σκοπό την εκτίµηση της 

διασποράς πειραµατικών σηµείων τα οποία προφανώς είναι δυνατόν να προσεγγιστούν 

από µια ευθεία. 

Στο παρακάτω Σχήµα 4 φαίνονται παραδείγµατα υποθετικών πειραµατικών δεδοµένων 

x–y που έχουν τον ίδιο ακριβώς συντελεστή συσχέτισης R = 0.816, µαζί µε τις 

αντίστοιχες υπολογιζόµενες ευθείες ελαχίστων τετραγώνων. Παρατηρήστε ότι στην 

δεύτερη (x2–y2) και στην τέταρτη περίπτωση (x4–y4) είναι εντελώς ακατάλληλη η 

χρήση της ευθείας τετραγώνων. Στην τρίτη περίπτωση (x3–y3), αν εξαιρεθεί  το 
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προφανώς προβληµατικό σηµείο (12.5, 12.5), τα υπόλοιπα πειραµατικά σηµεία θα 

είχαν πολύ µεγαλύτερο συντελεστή συσχέτισης, ενώ η αντίστοιχη ευθεία ελαχίστων 

τετραγώνων θα προέκυπτε πολύ κοντά στα πειραµατικά σηµεία. 

Συνεπώς, η ενδεδειγµένη χρήση του συντελεστή συσχέτισης για πειραµατικά σηµεία 

απαιτεί τα εξής βήµατα: 

1. Πριν την τυφλή εφαρµογή της θεωρίας ελαχίστων τετραγώνων, είναι απαραίτητο να 

σχεδιαστεί (είτε σε χαρτί, είτε σε Η/Υ) η καµπύλη που παριστάνει τα πειραµατικά 

δεδοµένα και να ελεγχθεί το σχήµα της. 

2. Στην περίπτωση που τα πειραµατικά σηµεία δεν φαίνεται δια γυµνού οφθαλµού να 

ανήκουν σε ευθεία, αναζητούνται διαφορετικού τύπου νοµοτέλειες για την 

προσαρµογή των πειραµατικών δεδοµένων χρησιµοποιώντας βοηθητικά αλλαγή του 

συστήµατος συντεταγµένων σε ηµιλογαριθµικό ή log-log χαρτί. 
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Σχήµα 4: Τέσσερις υποθετικές οµάδες πειραµατικών δεδοµένων  x–y  που έχουν  

τον ίδιο συντελεστή συσχέτισης R = 0.816  και οι αντίστοιχες ευθείες 

ελαχίστων τετραγώνων. 

3. Στην περίπτωση που τα πειραµατικά σηµεία φαίνεται να ακολουθούν στην αρχή µια 

γραµµική νοµοτέλεια και στη συνέχεια να αποκλίνουν από αυτή, όπως στο 

παράδειγµα του Σχήµατος 1, τότε πρέπει να συµπεράνουµε ότι οι µετρήσεις µας 
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περιγράφουν τουλάχιστον δύο φαινόµενα φυσικής, τα οποία συνυπάρχουν και 

συνεισφέρουν µε διαφορετικό τρόπο και σε διαφορετικό βαθµό στα τελικά 

πειραµατικά αποτελέσµατα. Για την επεξεργασία τέτοιων πειραµατικών δεδοµένων, 

συνήθως επιλέγεται ένα κατάλληλο νοητό σηµείο (Α), το οποίο αποτελεί 

διαχωριστική γραµµή ανάµεσα στην γραµµική και την µη γραµµική περιοχή, π.χ. το 

σηµείο (Α) στο Σχήµα 5b. Στη συνέχεια, η θεωρία ελαχίστων τετραγώνων 

εφαρµόζεται µόνο για τα σηµεία της γραµµικής περιοχής (αριστερά του σηµείου 

(Α), βλ. Σχήµα 5b), ενώ για την στατιστική επεξεργασία των σηµείων της µη 

γραµµικής περιοχής, αναζητείται διαφορετική νοµοτέλεια (η οποία στο παράδειγµά 

µας θα µπορούσε να περιλαµβάνει δυνάµεις τριβής ανάλογες της ταχύτητας ή του 

τετραγώνου της ταχύτητας). 

Στο Σχήµα 5 παριστάνεται η εσφαλµένη (πάνω) και η ορθή (κάτω) στατιστική 

επεξεργασία µε ευθεία ελαχίστων τετραγώνων πειραµατικών σηµείων. 
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Σχήµα 5. Εσφαλµένη (a) και ορθή (b) στατιστική επεξεργασία µε ευθεία ελαχίστων 

τετραγώνων. Ο συντελεστής συσχέτισης R στο αριστερό σχήµα είναι  R = 

0.886 ενώ στο δεξί  R = 0.999. 
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Το πείραµα εµφανίζει στην αρχή µια γραµµική περιοχή (µαύρα τετράγωνα στο Σχ. 5b) 

και στη συνέχεια µη γραµµική περιοχή (γκρίζα τετράγωνα στο Σχ. 5b). Η ορθή ευθεία 

ελαχίστων τετραγώνων (διακεκοµµένη γραµµή στο Σχ. 5b) υπολογίζεται µε βάση µόνο 

τα πειραµατικά σηµεία της γραµµικής περιοχής. Ο συντελεστής συσχέτισης R στο 

Σχήµα 5a είναι R = 0.886 ενώ στο Σχήµα 5b είναι R = 0.999, πράγµα που υποδηλώνει 

ότι στην περίπτωση αυτή ο συντελεστής συσχέτισης αποτελεί αντικειµενικό κριτήριο 

για την καταλληλότητα της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων, όταν αυτή υπολογίζεται µε 

ορθό τρόπο. 

4.  Πειραµατικό µέρος 

4.1. Εξοικείωση µε το ψηφιακό πολύµετρο 

Στο στάδιο αυτό συνιστάται η εξοικείωση µε το ψηφιακό πολύµετρο. Έχοντας 

µελετήσει το Παράρτηµα Α της άσκησης, στο οποίο περιγράφεται η λειτουργία του, 

µπορείτε να προβείτε στις εξής µετρήσεις: 

1. Μέτρηση τάσης: Ανάψτε το τροφοδοτικό και περιστρέψτε τον περιστροφικό 

επιλογέα τάσης εξόδου στη θέση (5). Περιστρέψτε τον επιλογέα του πολύµετρου 

στην θέση βολτοµέτρου (V) και συνδέστε δύο καλώδια στους ακροδέκτες εισόδου 

COM και V/Ω/Α. Συνδέστε το πολύµετρο µε τους ακροδέκτες συνεχούς τάσης 

(D.C.) του τροφοδοτικού, προσέχοντας την πολικότητα. Συγκρίνατε την ένδειξη 

του πολύµετρου µε την ενδεικτική τιµή τάσης εξόδου (5 Volt) του τροφοδοτικού. 

Τι παρατηρείτε; Σε τι πιστεύετε ότι οφείλεται η διαφορά; Αντιµεταθέστε τα 

καλώδια στους ακροδέκτες εισόδου του πολύµετρου. Τι παρατηρείτε; 

2. Σύγκριση µέτρησης τάσης από ψηφιακό και αναλογικό όργανο:  Όπως είναι ήδη 

συνδεδεµένο το πολύµετρο µε το τροφοδοτικό, συνδέστε παράλληλα µε αυτά το 

αναλογικό βολτόµετρο (όργανο κινητού πηνίου) που χρησιµοποιήσατε στην 

προηγούµενη άσκηση νόµου του Ohm, προσέχοντας ιδιαίτερα την πολικότητα 

(ο θετικός ακροδέκτης εισόδου του αναλογικού βολτοµέτρου να συνδεθεί µε τον 

θετικό ακροδέκτη εξόδου του τροφοδοτικού). Με δεδοµένο ότι τα δύο όργανα 

είναι συνδεδεµένα παράλληλα και συνεπώς µετρούν την ίδια τάση που παράγεται 

από το τροφοδοτικό, συγκρίνατε τις ενδείξεις τους. Συµφωνούν οι µετρήσεις 

αυτές; Σε τι πιστεύετε ότι οφείλεται η διαφορά; 
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3. Μέτρηση θερµοκρασίας περιβάλλοντος: Αποσυνδέστε όλα τα όργανα και 

περιστρέψτε τον επιλογέα του ψηφιακού θερµοµέτρου στην θέση θερµοµέτρου 

(°C). Στην οθόνη του εµφανίζεται η θερµοκρασία περιβάλλοντος (υποθέτοντας ότι 

το πολύµετρο βρίσκεται σε θερµική ισορροπία µε το περιβάλλον και ότι δεν το 

έχετε θερµάνει κρατώντας το πολλή ώρα στα χέρια σας). Σηµειώστε αυτή τη 

θερµοκρασία γιατί θα  χρειαστεί στα επόµενα: θπεριβάλλοντος = …………… °C 

4. Μέτρηση αντίστασης του θερµίστορ: Περιστρέψτε τον επιλογέα του πολύµετρου 

στη θέση ωµόµετρου (Ω) και συνδέστε το θερµίστορ στους ακροδέκτες εισόδου 

COM και V/Ω/Α. Σηµειώστε την αντίσταση του θερµίστορ σε θερµοκρασία 

περιβάλλοντος:  RO = …………… Ω 

Στη συνέχεια, πιάστε µε το χέρι σας το θερµίστορ και παρατηρήστε την σταδιακή 

µείωση της αντίστασης. Τι παρατηρείτε; Από ποιους παράγοντες εξαρτάται ο 

χρόνος αποκατάστασης της θερµικής ισορροπίας του θερµίστορ µε το χέρι σας; 

Αφήστε ξανά το θερµίστορ ελεύθερο και παρατηρήστε την σταδιακή αύξηση της 

αντίστασης. Πόσος χρόνος περίπου απαιτήθηκε για να επανέλθει η θερµική 

ισορροπία του θερµίστορ µε το περιβάλλον; 

Περιγράψτε τι περιµένετε να συµβεί αν φυσήξετε επί 15 δευτερόλεπτα το 

θερµίστορ α) µε συνήθη ρυθµός εκπνοής και β) φυσώντας δυνατά. Ποια 

φαινόµενα φυσικής συµβαίνουν στις δύο περιπτώσεις; 

4.2. Πειραµατική ∆ιαδικασία 

Α. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΟΥ ΚΥΚΛΩΜΑΤΟΣ 

Κατασκευάζουµε το κύκλωµα του Σχήµατος 6, προσέχοντας: 

1. Το τροφοδοτικό να είναι κλειστό (διακόπτης Power Off) και στη θέση  0 Volts. 

2. Να χρησιµοποιηθεί η έξοδος της συνεχούς τάσης του τροφοδοτικού (κόκκινος και 

µαύρος ακροδέκτης D.C.) και όχι της εναλλασσόµενης τάσης (κίτρινοι ακροδέκτες 

A.C.). 

3. Οι πολικότητες των οργάνων να είναι όπως στο σχήµα: ξεκινώντας από τον θετικό 

πόλο της πηγής να καταλήγουµε σε θετικό ακροδέκτη και του αµπεροµέτρου και 

του βολτοµέτρου (αν και τα ψηφιακά όργανα δεν κινδυνεύουν από αναστροφή 
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πολικότητας, όπως τα όργανα κινητού πηνίου, και απλά δίνουν αρνητικές ενδείξεις, 

είναι καλή πρακτική να τηρείται η ορθή πολικότητα κατά τη σύνδεση). 
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Σχήµα 6: Το κύκλωµα της άσκησης σε συµβολική και σχηµατική 

αναπαράσταση. Παρατηρήστε ότι οι θετικοί ακροδέκτες των 

οργάνων συνδέονται µε καλώδια µε λευκά βύσµατα, ενώ οι 

αρνητικοί µε γκρίζα βύσµατα. 

4. Το τροφοδοτικό να είναι κλειστό (διακόπτης Power Off) και στη θέση  0 Volts. 

5. Να χρησιµοποιηθεί η έξοδος της συνεχούς τάσης του τροφοδοτικού (κόκκινος και 

µαύρος ακροδέκτης D.C.) και όχι της εναλλασσόµενης τάσης (κίτρινοι ακροδέκτες 

A.C.). 

6. Οι πολικότητες των οργάνων να είναι όπως στο σχήµα: ξεκινώντας από τον θετικό 

πόλο της πηγής να καταλήγουµε σε θετικό ακροδέκτη και του αµπεροµέτρου και 

του βολτοµέτρου (αν και τα ψηφιακά όργανα δεν κινδυνεύουν από αναστροφή 

πολικότητας, όπως τα όργανα κινητού πηνίου, και απλά δίνουν αρνητικές ενδείξεις, 

είναι καλή πρακτική να τηρείται η ορθή πολικότητα κατά τη σύνδεση). 

7. Τα δύο όργανα µέτρησης της άσκησης στην ουσία είναι δύο όµοια ψηφιακά 

πολύµετρα, τα οποία ανάλογα µε την θέση του περιστροφικού επιλογέα 

λειτουργούν είτε ως αµπερόµετρο είτε ως βολτόµετρο (βλέπε Παράρτηµα Α της 

άσκησης). Επιπλέον, έχουν την δυνατότητα να αλλάζουν την κλίµακα µέτρησης 
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(να στρογγυλεύουν την ένδειξη σε δεδοµένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων) µε 

διαδοχικά πατήµατα του κουµπιού RAN (από το Range, κλίµακα τιµών) που 

βρίσκεται κάτω από την ένδειξη του οργάνου. 

8. Περιστρέφετε τον επιλογέα του πρώτου οργάνου (το Αµπερόµετρο στο Σχήµα 6) 

στη θέση  Αµπερόµετρου (mA) και επιλέγετε κλίµακα δύο δεκαδικών ψηφίων, µε 

διαδοχικά πατήµατα του κουµπιού RAN, µέχρις αυτό να δείξει δύο ψηφία µετά την 

υποδιαστολή. 

9. Περιστρέφετε τον επιλογέα του δεύτερου οργάνου (το Βολτόµετρο στο Σχήµα 6) 

στη θέση Βολτόµετρου (V) και επιλέγετε κλίµακα δύο δεκαδικών ψηφίων, µε 

διαδοχικά πατήµατα του κουµπιού RAN, µέχρις αυτό να δείξει δύο ψηφία µετά την 

υποδιαστολή. 

10. ∆εν δίνετε τάση στο κύκλωµα πρίν αυτό ελεγχθεί από τον διδάσκοντα. 

 

Β.  ΕΛΕΓΧΟΣ ΟΡΘΗΣ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ   

Ακολουθείστε τα παρακάτω βήµατα µε την σειρά: 

1. Ελέγχετε πάλι αν το κύκλωµα είναι συνδεδεµένο όπως στο Σχήµα 6, αν το 

τροφοδοτικό είναι κλειστό και αν η τάση είναι 0 Volts. 

2. Καλούµε τον διδάσκοντα να ελέγξει το κύκλωµα. 

3. ∆ίνουµε τροφοδοσία στο κύκλωµα από τον διακόπτη ΟΝ-ΟFF. 

4. Για δοκιµή, αυξάνουµε αργά και προοδευτικά την τάση από 0 έως 10 Volts. 

Στην κανονική λειτουργία του κυκλώµατος και σε ολόκληρη την διάρκεια της 

άσκησης, πρέπει µε την αύξηση ή µείωση της τάσης οι ενδείξεις και των δύο 

οργάνων να συµµεταβάλλονται. Σε αντίθετη περίπτωση, µηδενίστε την τάση, 

κλείστε το τροφοδοτικό και καλέστε τον διδάσκοντα.  

5. Αν κάποιο από τα όργανα δίνει αρνητική ένδειξη, µηδενίστε την τάση από το 

τροφοδοτικό και επανελέγξατε την πολικότητα της σύνδεσης του οργάνου. 

6. Αν το Αµπερόµετρο έχει µόνιµα µηδενική ένδειξη, το πιθανότερο είναι να έχει 

καεί η εσωτερική του ασφάλεια προστασίας. Καλέστε τον διδάσκοντα. 



ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΑΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΝΙΚΗΣ ΦΥΣΙΚΗΣ 

– 108 – 

Γ.  ΛΗΨΗ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ 

Απαιτούνται 20 τιµές τάσεις και ρεύµατος για να συµπληρωθεί ο παρακάτω πίνακας 

µετρήσεων. 

Πίνακας Ι:  Μετρήσεις τάσεις και ρεύµατος στο κύκλωµα του θερµίστορ. 

α/α 
Τάση V 

(Volt) 

Ρεύµα I 

(mA) 
α/α 

Τάση V 

(Volt) 

Ρεύµα I 

(mA) 

1 0.00  12   

2 0.50  13   

3 1.00  14   

4 …  15   

5   16   

6   17   

7   18   

8   19   

9   20   

10   21 10.00  

11      

1.  Κατά την λήψη των µετρήσεων πρέπει να προσεχτούν τα εξής σηµεία: 

α) Το τροφοδοτικό στην κυκλική του κλίµακα δίνει ενδεικτικές τιµές τάσης, οι 

οποίες δεν ανταποκρίνονται στην πραγµατικότητα και συνεπώς δεν έχουν την 

απαιτούµενη πιστότητα ώστε να αποτελέσουν πειραµατικές µετρήσεις. 

Στην άσκηση, σαν τάση στα άκρα του θερµίστορ θεωρείται αυτή που µετράται 

από το ψηφιακό βολτόµετρο. 

β) Μετά από κάθε µεταβολή της τάσης από το τροφοδοτικό, να περιµένετε να 

αποκατασταθεί θερµική ισορροπία µε το περιβάλλον του θερµίστορ (οι 

ενδείξεις ρεύµατος να σταθεροποιηθούν). Ιδιαίτερα µετά από τα 6 Volt, θα 

παρατηρήσετε ότι απαιτούνται όλο και µεγαλύτεροι χρόνοι αποκατάστασης της 

ισορροπίας. 
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γ) Η τάση από το τροφοδοτικό δεν πρέπει να ξεπεράσει τα 10 Volt, γιατί το 

θερµίστορ κινδυνεύει να καταστραφεί λόγω υπερθέρµανσης! 

2.  Αυξάνετε την τάση από το τροφοδοτικό ώστε να µετράτε στο Βολτόµετρο τάση 

από τα 0 Volt µέχρι τα 10 Volt µε βήµα 0.50 Volt και συµπληρώνετε τον παρακάτω 

Πίνακα Ι. 

Πίνακας Ι:  Μετρήσεις τάσεις και ρεύµατος στο κύκλωµα του θερµίστορ. 

α/α 
Τάση V 

(Volt) 

Ρεύµα I 

(mA) 
α/α 

Τάση V 

(Volt) 

Ρεύµα I 

(mA) 

1 0.00  12   

2 0.50  13   

3 1.00  14   

4 …  15   

5   16   

6   17   

7   18   

8   19   

9   20   

10   21 10.00  

11      

(Προαιρετικά: Έχοντας βαθµολογήσει κατάλληλα το χαρτί mm, τοποθετείτε µετά 

από κάθε µέτρηση και το αντίστοιχο σηµείο στην γραφική παράσταση) 

3.  Ελέγχετε αν οι µετρήσεις του πίνακα είναι ευλογοφανείς. ∆ιαβάζετε την επόµενη 

παράγραφο ∆ που αφορά την επεξεργασία των µετρήσεων, µήπως χρειάζεται να 

πάρετε κάποια συµπληρωµατική µέτρηση. Μηδενίζετε τη τάση και κλείνετε το 
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τροφοδοτικό. Αποσυνδέετε και τακτοποιείτε τα όργανα στον πάγκο εργασίας σας, 

όπως τα βρήκατε στην αρχή της άσκησης. 

∆.  ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΤΩΝ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ – ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

1. Σχεδιάστε σε γραµµικούς άξονες την γραφική παράσταση της έντασης συναρτήσει 

της τάσης. Αναµένεται να πάρετε µια γραφική παράσταση  I–V  σαν αυτή του 

Σχήµατος 7. 

Όπως φαίνεται στο Σχήµα 7, για µικρές τιµές εφαρµοζόµενης τάσης, το θερµίστορ 

συµπεριφέρεται σαν ωµικός αντιστάτης και η καµπύλη  I–V  έχει περίπου σταθερή 

κλίση µέχρι το σηµείο (Α). Μετά από το σηµείο (Α), έχει αρχίσει να γίνεται εµφανές 

το φαινόµενο της αυτοθέρµανσης (το οποίο συνέβαινε και στην αρχή της καµπύλης, 

αλλά σε µη ανιχνεύσιµο βαθµό), µε αποτέλεσµα την αύξηση της καµπυλότητας της 

καµπύλης. 

I(mA)

0

5

10

15

20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

V Volt( )

(A)

 

Σχήµα 7. Αναµενόµενη µορφή της γραφικής παράστασης από µετρήσεις Ι–V σε 

θερµίστορ τύπου NTC. 

2. Σχεδιάστε σε γραµµικούς άξονες την γραφική παράσταση της αντίστασης του 

θερµίστορ R (η οποία υπολογίζεται σαν πηλίκο V/I) συναρτήσει της εφαρµοζόµενης 

τάσης V. Παρατηρήστε ότι για µικρές τιµές τάσης η αντίσταση είναι περίπου 

σταθερή, ενώ για µεγαλύτερες, αυτή µειώνεται σηµαντικά. Για την ευκολότερη 

επιλογή του σηµείου (Α), παρουσιάζει κάποιο πλεονέκτηµα η χρήση της καµπύλης 

R–V  σε σχέση µε την καµπύλη I–V; Για ποιο λόγο η καµπύλη R–V έχει πολύ 

µεγαλύτερη διασπορά πειραµατικών σηµείων από την καµπύλη  I–V; 
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3. Επιλέξτε κατάλληλο πλήθος πειραµατικών σηµείων στην αρχή της πειραµατικής 

καµπύλης I–V  (µέχρι το σηµείο (Α), στο οποίο αρχίζει η απόκλιση από την ευθεία) 

και εφαρµόστε για αυτά την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. Σχολιάστε το κατά 

πόσο η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων διέρχεται από το σηµείο (0, 0). 

4. Υπολογίστε την αντίσταση του θερµίστορ σε θερµοκρασία δωµατίου και την 

αβεβαιότητα στην τιµή αυτή. Η αντίσταση και η αβεβαιότητα µπορούν να 

υπολογιστούν µε δύο τρόπους: α) από το µέσο όρο της αντίστασης R = V/I  στη 

γραµµική περιοχή του διαγράµµατος R–V, και την αντίστοιχη τυπική απόκλιση στον 

µέσο όρο και β) µε βάση την επεξεργασία της θεωρίας ελαχίστων τετραγώνων στη 

γραµµική περιοχή του διαγράµµατος  I–V  και χρήση των τύπων αβεβαιότητας 

στους συντελεστές της ευθείας (τους τύπους αυτούς µπορείτε είτε να τους 

αναζητήσετε στο διαδίκτυο, ή να τους ζητήσετε από τον διδάσκοντα). 

5. Συγκρίνατε την τιµή της υπολογιζόµενης αντίστασης του θερµίστορ σε 

θερµοκρασία δωµατίου µε αυτή µε που µετρήσατε απευθείας µε το ψηφιακό 

πολύµετρο στο στάδιο εξοικείωσης (παράγραφος 4.1.4). (Αν δεν έχετε πάρει τη 

µέτρηση αυτή, µπορείτε την πάρετε τώρα, αφού περιµένετε µερικά λεπτά µετά το 

τέλος των µετρήσεων του Πίνακα Ι, ώστε το θερµίστορ να έχει επανέλθει σε 

θερµική ισορροπία µε το περιβάλλον). Τι συµπεραίνετε; 

6. Εφαρµόστε θεωρία ελαχίστων τετραγώνων για όλο το εύρος τιµών των µετρήσεών 

σας, υποθέτοντας απλή γραµµική µεταβολή, και συγκρίνατε τον συντελεστή 

συσχέτισης  R  µε αυτόν που προκύπτει από την ορθή εφαρµογή της θεωρίας 

ελαχίστων τετραγώνων για την γραµµική περιοχή. Κατασκευάστε ένα διάγραµµα 

ανάλογο µε αυτό του Σχήµατος 5 (σύγκριση των σχηµάτων (a) και (b)) και 

σχολιάστε το. 

6. Ερωτήσεις 

1. Με βάση τις πειραµατικές σας µετρήσεις, ευσταθεί ο ισχυρισµός ότι στο πείραµά 

µας υπάρχουν δύο νοµοτέλειες που συνυπάρχουν, αλλά κυριαρχεί η µία έναντι της 

άλλης από κάποια τιµή της εφαρµοζόµενης τάσης; 

2. Σχεδιάστε τα πειραµατικά σηµεία έντασης – τάσης σε ηµιλογαριθµικό διάγραµµα 

(µε γραµµικό τον οριζόντιο άξονα των τάσεων). Παρατηρήστε ότι η µη γραµµική 

περιοχή του γραµµικού διαγράµµατος  I–V στο ηµιλογαριθµικό διάγραµµα µπορεί 
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να προσεγγιστεί από µια ευθεία. Με βάση το δεδοµένο αυτό, µπορείτε να 

προτείνετε µια νοµοτέλεια η οποία να ισχύει προσεγγιστικά για αυτή τη µη 

γραµµική περιοχή; 

3. Μπορείτε να προτείνετε µια συνολική (ενιαία) έκφραση για την περιγραφή του 

συνολικού φαινοµένου; 

4. Είναι δυνατόν να κατασκευαστεί α) ένα θερµόµετρο και β) ένα όργανο µέτρησης 

της ταχύτητας του ανέµου (ανεµόµετρο), µε βάση τα όργανα της άσκησης;  Ποια 

διαδικασία θα έπρεπε να ακολουθήσετε ώστε να τα βαθµολογήσετε; 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ:  Μετρήσεις µε το ψηφιακό πολύµετρο 

Το ψηφιακό πολύµετρο που χρησιµοποιείται στην άσκηση έχει την δυνατότητα 

µέτρησης των ηλεκτρικών µεγεθών τα οποία φαίνονται στις αντίστοιχες θέσεις 

λειτουργίας του περιστροφικού επιλογέα, δηλαδή τάση (V), ρεύµα (mA, A), αντίσταση 

(Ω), χωρητικότητα (CAP), καθώς και συχνότητα (Hz) και θερµοκρασία (°C). 

 

�

�

� �

�

V

OFF A

mA

Hz

°C

CAP
RS232

OFF

ON

	
�

SEL RAN/Hz REL

 

 

Σχήµα Π1: Το ψηφιακό πολύµετρο και ο περιστροφικός επιλογέας του 

1. Οθόνη 

2. Περιστροφικός επιλογέας 

3. Θέσεις του επιλογέα για µετρήσεις διαφόρων µεγεθών 

4. COM: Αρνητικός ακροδέκτης εισόδου (γείωση) 

5. V/Ω/mA: Θετικός ακροδέκτης εισόδου 

6. ∆ιακόπτης σειριακής εξόδου προς υπολογιστή 
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Προφανώς, για να µετρήσετε τάση, ο περιστροφικός επιλογέας πρέπει να βρίσκεται 

στη θέση V, για να µετρήσετε ένταση ρεύµατος, ο περιστροφικός επιλογέας πρέπει να 

είναι στην θέση  mΑ, και για να µετρήσετε αντίσταση, πρέπει ο επιλογέας να είναι στη 

θέση Ω. 

Το πλήκτρο  SEL  επιλέγει τον τρόπο λειτουργίας του πολύµετρου όταν η θέση του 

περιστροφικού επιλογέα αντιστοιχεί σε πολλαπλά φυσικά µεγέθη εισόδου. Στην θέση 

µέτρησης τάσης ή αντίστασης, το πλήκτρο SEL επιλέγει µεταξύ µετρήσεων συνεχών ή 

εναλλασσοµένων µεγεθών (ένδειξη ‘ΑC’ στο αριστερό µέρος της οθόνης). Στην 

άσκηση, επειδή µετρούµε µόνο συνεχή µεγέθη, προσέχουµε να µην έχουµε ένδειξη 

AC. Όταν θέλουµε να µετρήσουµε αντίσταση (θέση ‘Ω’ του επιλογέα) , πρέπει να 

εµφανίζεται στο δεξί µέρος της οθόνης του η ένδειξη ‘ΜΩ’ ή ‘kΩ’ ή ‘Ω’ και όχι π.χ. 

nF (χωρητικότητα), η οποία µετράται στην ίδια θέση του περιστροφικού επιλογέα. 

Το πλήκτρο  RAN  (από το αγγλικό ‘RΑΝge’, περιοχή µετρήσεων) επιλέγει την 

περιοχή εύρους λειτουργίας του οργάνου. Με διαδοχικά πατήµατα του πλήκτρου, το 

όργανο αλλάζει όλες τις διαθέσιµες περιοχές εύρους λειτουργίας του, µε αποτέλεσµα 

την αλλαγή του πλήθους των δεκαδικών ψηφίων της ένδειξης και συνεπώς αλλαγή της 

διακριτικής του ικανότητας (αλλαγή της ακρίβειας, αλλά όχι αλλαγή της πιστότητας 

των µετρήσεων!). 


